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A r t e m o v y c h  O .D ., L u k a s h e n k o  Μ .P.

ON RIGID DERIVATIONS IN  RINGS

We prove that in a ring R with an identity there exists an element а Є R and a nonzero derivation 
d Є Der R such that ad(a) φ  0. A  ring R is said to be a d-rigid ring for some derivation d є Der R 
if d{a) =  0 or ad(a) φ  0 for all а є R. We study rings with rigid derivations and establish that a 
commutative Artinian ring R either has a non-rigid derivation or R — R\ ®  · · · φ  R„ is a ring direct 
sum of rings R i, . . .  ,R n every of which is a field or a differentially trivial u-ring. The proof of this 
result is based on the fact that in a local ring R with the nonzero Jacobson radical J (R ), for any 
derivation d Є Der R such that d (J(R ))  =  0, it follows that d =  Or if and only if the quotient ring 
R /J ( R )  is differentially trivial field.

Key words and phrases: derivation, semiprime ring, Artinian ring.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, 57 Shevchenka str., 76018, Ivano-Frankivsk, Ukraine
E-mail: orest_artem ovych@ hotm ail. com (Artemovych O.D.), b ilo ch k a . 90@mail. ru (Lukashenko M.P.)

I n t r o d u c t io n

Throughout, let R be an associative ring with 1 and Der R the set of all derivations of R. 
Recall that a map δ : R - »  R is called a derivation of R if δ(χ +  у) — δ(χ) +  δ (у) and S(xy) =  
5{x)y +  Xi5(y) for any x,y Є R. We prove the following

Proposition 1. Let Rbe  a ring. Then the following conditions hold:

(1) ifd  is a nonzero derivation o f a commutative ring R, then ad(a) Ф 0 for some a Є R,

(2) there exists an element а Є R and a nonzero derivation d Є Der R such that ad(α) φ 0.

Different aspects of rigidity of derivations are studied in [4,6,15]. J. Krempa has introduced 
the concept of a σ-rigid ring [12]. Namely, R is said to be a σ -rigid ring for some ring endomor­
phism σ  Є End R if acr(a) Φ 0 for all nonzero a Є R. By analogy with this and in view of 
Proposition 1, we say that R is a d-rigid ring (or a derivation d is rigid), where d Є Der R, if for 
any a Є R it holds d(a) = 0  or ad{a) φ  0. Clearly, the zero derivation Or of R is rigid. Every 
derivation of an integral domain is rigid.

M. BreSar [5], T.-K. Lee and J.-S. Lin [13] have investigated when, for a semiprime ring R, 
the condition ad(R)n =  0, where n is fixed integer, a Є R, d Є Der R, implies that ad(R) =  0. 
By Proposition 1 and results from [13, p.1688] and [8], we obtain the next

Corollary 1. Let R be a semiprime ring with the derivation d and а Є R. Ifad(R)n =  0, where 
n is a fixed integer, then d =  Or.

©  Artemovych O.D., Lukashenko M.R, 2014
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This corollary is an extension of some results from [11] and [8]. We prove the our next

Proposition 2. Let R be a 2-torsion-free semiprime ring. Then all derivations o f R are rigid if  
and only if  R is reduced (that is without nonzero nilpotent elements).

Recall [2] that a ring R is called differentially trivial if Der R =  {O r  }. Commutative Artinian 
rings with derivations to be rigid are characterized in the following

Theorem 1. Let R be a commutative Artinian ring. Then one o f the following holds:

(1) R has a non-rigid derivation,

(2) R — R i®  · · · 0 Rn is a ring direct sum o f rings R\ , . . . ,Rn every o f which is a field or a 
differentially trivial v-ring.

For any ring R, dx : R -*  R is its inner derivation generated by x Є R that is dx(r) =  xr — rx 
for every r Є R, [R, R] — {d*(7) I x, r Є R}, C(R)  is the commutator ideal of R that is the ideal 
generated by dx(r ) for all x,r Є R, J(R) is its Jacobson radical, N ( R ) is the set of all nilpotent 
elements of R, U (R )  is the unit group of R, Z (R )  is the center of R, annr я =  {x  Є R | ax =  0 } 
is the right annihilator of a Є R, ann/ X =  {a Є R \ aX — 0 } is the right annihilator of X C R. 
Any unexplained terminology is standard as in [3] and [10].

1 R in g s  w i t h  p r o p e r t y  ad(a) =  0 

For the proof of Proposition 1, we need some preliminary lemmas.

Lemma 1. Let R be a ring. Then the following properties hold:

(1) ifadx(a) =  0 and xda(x) =  0 for some a, x ofR,  then dx(a)2 =  0,

(2) ifadx(a) =  0 for any a, x Є R, then C(R)  C  N (R ) ,

(3) d(C(R) )  C  C(R) for each d e  Der R.

Proof. (1) From 0 =  adx(a) — a(xa — ax) and 0 =  xda(x) =  x(ax — xa) it follows that axa =  a2x 
and xax =  x2a. This gives that

dx(a) 2 =  (xa — ax)(xa — ax) — xaxa — xa2x — ax2 a +  axax =  0.

(2) In view of (1), we see that dx(a) 2 =  0, and therefore C(R)  C  N(R ) .
(3) Since d(r[a,x]t) =  d(r)[a,x]t +  r[d(a),x]t +  r[a,d(x)]t +  r[a,x\d(t) for any a,x,r, t Є R,

we have d(C(R) )  Q C (R ) .  □

Lemma 2. Letd be a nonzero derivation o fR  such thatad(a) =  0 for any a Є R. Then:

(1) R is non-commutative,

(2) d (U (R ) )  =  0 (inparticulard(J(R)) =  0).

(3) i f  I is an ideal o f a commutative ring R, then d(R) C I.

Proof. (1) Indeed, if R is commutative, then 0 =  (a +  b)d(a +  b) — ad(b) +  bd(a) =  d(ab) for 
any a,b Є R, and so d(R2) =  0. But this means that d =  O r, a contradiction.

(2) Let u Є U(R).  Then ud(u) =  0 and u Є Kerd  Since 1 +  J(R) Q U(R) ,  we see that 
d(J(R))  =0 .

(3) Let a,b Є R. Inasmuch as ad(a) Є I for all a Є R and

d(ab) — (a +  b)d(a +  b) — ad(a) — bd(b), 

we deduce that d(R) C L  □

Proof of Proposition 1. (1) It follows from Lemma 2 (1).
(2) By contrary, assume that ad (a) =  0 for any a Є R and d Є Der R. By Lemma 1 (2) and 

Lemma 2 (2), C(R)  C Z (R ) .  Let R denote R/C(R)  and, for a Є R,a denote the coset a +  C(R). 
The rule D(a) =  d(a) +  C(R)  determines a derivation D of the quotient ring R such that

aD(a) =  % .

By (1), D — 0, and so d(a) Є Z(R ) .  Then 0 =  (я +  b)d(a +  b) =  d(ab) and consequently 
d(R2) =  0. This shows that d =  Or . □

Now we establish some properties of rigid derivations.

Lemma 3. Let R be a reduced ring; a Є R and d Є Der R. Then:

(1) ad(a) — 0 i f  and only i f  d(a)a =  0,

(2) d is a rigid derivation.

Proof. (1) Straightforward.
(2) Assume, by contrary, that there is я Є R such that d(a) φ 0 and ad(a) =  0. Then, by 

item (1), we have that d(a)a — 0. Moreover, 0 =  d(ad(a)) =  d(a)d(a) +  ad2(a) and from this, 
by multiplication from the left by d(a), we obtain that

0 =  (d(a) )3 +  d(a)ad2(a) =  (d(a) ) 3.

This yields that d(a) =  0, a contradiction. □

Let p be a prime and

Fp(R) =  {x Є R \ pkx =  0 for some positive integer k}.

Recall that a ring R is called 2-torsion-free if the implication

2x =  0 = »  x — 0

is true for any x Є R. A  ring R is 2-torsion-free if and only if F2(R ) =  0.

Lemma 4. I f  all derivations in R are rigid and exp F2{R) is finite, then in R/F2(R ) also.

Proof. If, by contrary,

δ : R/F2(R ) 3 r +  F2(R ) ̂ t r +  FZ(R)  Є R/F2(R) (1)

is a derivation such that
tu І  Fi (R)  and utu Є F2(R) 

for some u Є R, then d : R 3 r ь-» 2str, with exp F2(R ) =  2s and tr as in (1), is a derivation
which is not rigid. □



Lemma 5. Let R be a 2-torsion-free ring and d Є Der R. I f  R is d-rieid and dj/av-rigid for any 
a e N ( R ) , t h e n d ( N ( R ) )  =  0.

Proof. We prove by induction on the nilpotency index n of nil-elements in R. Let а Є N (R )  and 
a2 =  0. Left multiplying of 0 =  d(a2) =  ad(a) +  d(a)a by a, we obtain that ad(a)a =  0. Since 
dd(a) is rigid and

â d(a)(a) =  ad(a)a — a2d(a) — 0, 
we deduce that dd̂ ( a )  =  0 that is ad(a) — d(a)a. Hence 0 =  d(a2) — 2ad(a). In view of the 
rigidity of d and the condition F2(R)  =  0, we have d(a) =  0.

Now suppose that а Є N (R )  and a3 =  0. Then (a2) 2 =  0 and, by the above, d(a2) =  0. 
Since

0 =  d(a3) =  d(a)a2 +  ad(a2) =  d(a)a2 and 0 =  d(a3) =  d(a2)a -f a2d(a) =  a2d(a),

the assertion holds by using the same argument as for n =  2.
Assume that assertion is true for all positive integer k <  n that is if bk =  0 with b Є N (R ) ,  

then d(b) =  0. Let us а Є N (R )  and an — 0. Then there exist positive integer k\,k2 such 
that k\,k2 <  n but 2k\ >  n and 3k2 >  n and (a2)kl =  0 and (a3) k2 =  0 and, by assumption, 
d(a2) =  d(a3) = 0  and the result follows by using the same argument. □

Proof of Proposition 2. (<£=) It follows from Lemma 3.
(=Φ·) ByLemma5, wehaveN(R)  C Z (R )  and hence N (R )  = 0 . □

Corollary 2. I f  a derivation d o f a 2-torsion-free commutative ring R is rigid, then d (N (R ) )  =  0 
and N (R )d (R )  =  0.

Proof Indeed, if а Є R and b Є N (R ) ,  then ab Є N (R )  and therefore, By Lemma 5,

0 —■ d(ab) — d(a)b.

□
Example 1. The condition F2(R ) — 0 is essential in Corollary 2.

In fact, the quotient ring R =  Έ 2[Χ ]/ (Χ2 +  1) of the polynomial ring Z 2[X] by the ideal 
(X2 +  1) contains elements 0, l , x , x  +  1, where x(x  +  1) =  x +  1. Then a mapping d : R —»■ R 
such that d(0) =  d( 1) =  0 and d(x) — d(x +  1) =  1 is a derivation of R. But then R is a d-rigid 
ring with (x +  l ) 2 =  0 and d(x +  1) φ  0.

Corollary 3. I fd is a rigid derivation o f a ring R, then d(ann/ d(R) )  — 0.

Proof. Since ann/ d(R) ■ d(ann; d(R))  — 0, we deduce that d(ann/ d(R) )  = 0 . □

2 Co n s t a n t s  in  left perfect  r ing s

D. F. Anderson and P. S. Livingston [1] (see also S. B. Mulay [14]) have shown that any 
automorphism / of a commutative finite ring R that is not a field such that f ( x )  =  x for all 
zero divisors x Є R, is the identity automorphism. Since any commutative finite ring is a finite 
ring direct sum of local rings, it is clear that the statement needs a proof only when a ring is 
local. In view of this, P. K. Sharma [16] proved that if a commutative finite local ring R which 
is not a field, then for any / Є Aut R with f ( x )  =  x for all x Є J(R), f  — id^ if and only if the 
residue field is differentially trivial. We extended this result in the next

Proposition 3. Let Rbe a local ring with the nonzero Jacobson radical J(R). Then the following 
statements are equivalent.

(1) For any derivation d Є Der R such thatd(J(R)) =  0 it follows that d =  Or.

(2) The quotient ring R/J(R) is a differentially trivial field.

(3) Every automorphism f  Є AutR such that f ( x )  =  x for any x Є J(R) is trivial, i.e.

f  =  idR.

Lemma 6. Let R be a ring with an ideal I and d Є DerR. I fd ( I )  =  0, then d(R) C ann I.

Proof. Indeed, for any r Є R ,j Є I we observe that 0 =  d(jr) =  jd(r) and 0 =  d(rj) =  d(r)j. □  

Corollary 4. Let Rbe  a ring with an ideal I, d Є Der R, f  Є Aut R and ann i  C  i.

(i) I fd ( I )  — 0, then d2(R ) =  0 and (d(R ) ) 2 =  0.

(ii) I f f ( x )  — x for any x Є I, then f  — idR Є Der R.

Proof, (i) By Lemma 6, d(R) C ann I and therefore

d2(R ) C d(annl) C d(I)  =  0 and (d(R ) ) 2 C (ann/)I =  0.

(it) Let x Є I and a, b, r Є R. Then xr, rx Є I,

xf ( r ) =  f ( x ) f (r) =  f (xr) =  xr’ f ( r ) x =  f ( r ) f (x ) =  f (rx) =  rx 

and so x ( f ( r )  — r) =  0 =  ( f ( r )  — r)x. Hence f ( r )  — r Є ann I. In view of this, we see that

(/ -  idR)(a +  b) =  f (a  +  b ) -  idR(a +  b)

=  ( f (a )  -  idR(я)) +  ( f (b )  -  idR(b)) =  ( f  -  idR)(a) +  ( f  -  idR)(b)

and

( f  — id R)(a)b +  a ( f  — id R)(b) — f (a )b  — ab +  af(b) — ab

— f (a ) f ( b )  +  ( f (a )  -  a)(b — f ( b ) )  -  ab =  f (ab) -  ab =  (/ -  idR)(ab).

This means that / — idR Є Der R. □

Corollary 5. Let Rbe  a local ring that is not a skew field, I its ideal and Or φ d Є DerR. I f  the 
left annihilator ann/1 =  {а Є R \ аі — 0 } (respectively the right annihilator annr I  =  {а Є R \ 
la =  0} )  is zero, then d( I )  Ф 0.

Proof. If d(I )  — 0, then, by Lemma 6, d(R) C ann I  C ann/1 =  0, a contradiction. □

Lemma 7. Let R be a ring, I an ideal with ann I C I. Then the following statements are 
equivalent.

(i )  For every f  Є Aut R such that f ( x )  =  x for any x Є I it  follows that f  =  idR.

(ii) Every derivation d Є Der R such thatd(I) — 0 is zero.



Proof, ( i) =>· (ii) Suppose that d Є Der R and d(I )  — 0. Then, for any a,b Є R, we see that

(d -f- idR)(fl b) — d(a ~{~b) idR(fl -j- b)

=  (d (a ) + id R(a)) +  ( d ( b ) + i R(b)) =  (d +  idR)(e ) +  (d +  idR)(b)

and, in view of Corollary 4,

(d +  idg)(a) ■ (d +  idя)(Ь)  =  (d(a) +  a)(d(b) +  b) — d(a)d(b) +  d(a)b +  ad(b) +  ab

=  d(a)b +  ad(b) +  ab — (d +  idR) (ab) and (d +  idR) (1) =  1.

So d +  idR is a ring endomorphism of R. Moreover,

(d +  idR)(id R -  d) =  idR =  (idR -  d)(d +  idR)

and therefore d +  idR Є Aut R. Since (d +  idR)(x ) =  d(x) +  x =  x =  idR(x) for any x Є I, we 
conclude that d =  0R.

( ii) ==> (i) Let / Є Aut R and / (x ) =  x for all x Є ί. Then, in view of Corollary 4, we have 
that / — idR Є Der R. Inasmuch as (/ — idR) (/) =  0, we conclude / =  idR. □

Lemma 8. Let R be a local ring, d Є Der R. Then the following hold:

(1) i fd (J (R ) )  =  0, thend =  0R o r ann J(R) φ  0,

(2) i f  ann J(R) — 0, then d — 0R ord(J (R ) )  φ  0.

Lemma 9. Let R be a ring and let I be a nonzero ideal such that, for d Є Der R, d ( l )  — 0 
implies d =  0R. Then

ann I C Cr (7) C Z (R ) ,  
where the centralizer Cr ( I )  =  {z Є R \ zj — jz for all j  Є I}.

Proof. Clearly, anni C CR(i).  If я Є CR(I), then da( I )  =  0 and therefore da(R) — 0. Hence 
a Є Z (R ) .  □

Corollary 6. Let R be  a ring and let I be a nonzero ideal with ann I  C I. I f  I C Z (R ) ,  then R/I 
is commutative.

Proof. For any element x є  R we have that dx( I )  =  0, and so, by Lemma 6, we deduce that 
dx(R) C ann I C I. This yields that R/I  is commutative. □

Proof of Proposition 3. (1) => (2) Since R is local, ann J(R) C J(R). Suppose that Θ : 
R/J(R) —t R/J(R) is a nonzero derivation and, for every element t Є R, there exists such 
wt Є R that

e(t +  J ( R ) ) = w t +  J(R) 
with Wt0 J(R) for some to Є R. The left T-nilpotent ideal J(R) has a nonzero annihilator. If
0 φ u Є ann J(R), then the rule pu(t) =  uwt ( t Є R) determines a nonzero derivation μη of R 
for some u. Indeed, if uwt — 0 (i Є R) for all u Є ann J(R), then wt0 Є J(R), a contradiction. 
Thus μη is nonzero. Inasmuch }iu(J (R ))  =  0, we conclude that }iu{R) =  0, which gives a 
contradiction. Hence the quotient ring R/J(R) is differentially trivial.

(2) => (1) Suppose that R/J(R) is a differentially trivial ring. Then every inner derivation 
of R is zero and so R is commutative. As a consequence,

R/J(R) — F

is a differentially trivial field. Assume that d is a nonzero derivation of R such that d(J(R))  =  0. 
Then the rule

D : R 3 m  d(r) Є A C  J(R) (r Є R) 
determines a nonzero map D. Since А  П J(R) is a left F-linear space, there exists such field 
F =  Fi0 (1 <  z'o <  n) that a map

Θ '. F 3 а і—У d(a) Є А  ΓΊ J(R)

is nonzero. If char F =  p is a prime, then, by Proposition 1.3 of [2], we have a =  bp for some 
b Є F and therefore

θ(α) =  0 (bp) =  pbv~ld(b) =  0.
Assume that char F =  0. By Proposition 1.2 of [2], F is algebraic over the rational number field 
Q and so for every a Є F there exists its minimal polynomial

Μα =  Х П "b C lX ”  ̂ +  · · · +  C „_ iX  +  Cn Є Q [X ].

Then
0 =  θ(ηΐα(α)) — (ήαη~ι +  (n — 1)сіяп~2 H------ b cn-\i)d(a)

and, consequently, d(a) =0 . Hence Θ is zero, a contradiction.
(1) and (3) are equivalent in view of Lemma 7. □

3 A r t in ia n  d-RiGiD ring s  

Recall that in a commutative local ring R can be introduced a topology by taking ideals

m , m 2...... j ( R ) n, . . .

to be neighborhoods of zero. This generate the /(R)-adic topology. If, for any natural m,

ak — at Є J(R )m,

with k, I sufficiently large, then the sequence {an} is called regular. A  commutative local ring 
R is called complete if every regular sequence of R has a limit in R. Each commutative Ar­
tinian ring is complete. A  v-ring is unramified complete regular local Noetherian domain of 
dimension one whose characteristic is different from that of its residue field [7, p.88].

Remark 1. I f  the residue field W / pW o f a v-ring W has a nonzero derivation d, then, by Propo­
sition 2 o f [9], there exists a nonzero derivation D : W —)■ W such that

D(a +  pW) =  d(a) +  pW

for every a Є W and D (W ) ^  pW. Consequently,

D (pk- X]N) £  pkW

for any positive integer k.

Below we study the structure of a commutative Artinian ring with rigid derivations.

Lemma 10. Let R be a local left Artinian ring. I f  in R all derivations are rigid, then in 
R/ ann J(R) also.



Proof. If, by contrary,

μ : R / ann J(R ) 3 r +  ann J(R) 1-4 · vr +  ann J(R ) Є R / ann J(R ) (2)

is a derivation such that vu £ ann J(R) and uvu Є ann J(R) for some 0 ф u Є R, then the rule

δ : R 3 r M- joVr (r Є R), 

with ] qVu φ  0 and vr as in (2), determines a derivation δ of R which is not rigid. □

If R is a ring of prime power characteristic pn (n >  2), then

Сїк =  0,k(R ) =  {x  є R I pkx =  0 } (1 <  k <  n).

Obviously, П к is an ideal of R.

Remark 2. Let R be a local ring and d Є Der R. If  J(R) — 0 or d(J(R))  = 0 , then a derivation d 
is rigid.

In fact, R =  J(R ) U U(R).  If u Є U (R )  (respectively; Є J(R)), then d(u) =  0 or ud(u) Ф 0 
(respectively d(j) =  0). Hence R is d-rigid.

Lemma 11. Let R be a local left Artinian ring. I f  in R all derivations are rigid and J (R ) 2 =  0, 
then one o f the following holds:

(1) R is a commutative ring,

(2) d(J(R))  =  0 and d(R)J(R) — 0 for any d Є DerR,

(3) C(R) =  R and J(R) П Z (R ) =  0.

I f  R is a 2-torsion-free, then R is a skew Reid o rC (R )  φ R.

Proof. Suppose that R is non-commutative (that is C(R) φ  0) and d Є Der R. Then d (C (R )) C
C(R). If 0 φ c Є J(R) П Z(R ), then cd Є DerR and

J (R ) - c d ( J (R ) ) =  0,

and so cd(J(R)) =  0. This gives that d(J(R))  C J(R). Since J(R)d(J(R))  =  0, we conclude that 
d(J(R))  =  0. Then

0 =  d (R J (R ) )= d (R )J (R ) .
Assume that J(R) П Z (R )  =  0. If C(R) C J(R), then

C(R)d (C (R ) )  = 0

and consequently C(R)  C Z (R )  П J(R), a contradiction with the assumption. Hence C (R ) ^
J(R) and and therefore C(R) =  R. □

Proof of Theorem 1. By Lemma 10 we can assume that /(R ) 2 =  0. We have two cases.
1) Let char(R) =  char(R//(R)). By Theorem 9 of [7], the ring

R =  J(R) +  T

is a group direct sum, where T is a subfield of R. Then, for every element r Є R, there exist
unique elements j  Є /(R) and t E T  such that

r =  j  +  t. (3)

The rule
δ(τ)  — j  (r Є R),

with j  as in (3), determines a derivation δ of R which is not rigid. Hence J(R) =  0.
2) Let char(R) =  p2. By Theorem 11 of [7], the ring

R =  J(R) +  C

is a group sum, where C is a coefficient ring such that C =  W/p2W for some у-ring W and 
J(R) П C =  pC. Clearly, Ω α <  J(R). If

ц R /Oj 9 r -f Ωχ і—У cif -f- Ω ί Є R/Ω^ (4)

is a non-rigid derivation, then there exists an element v Є R such that αΌ £ Ωχ and ναΌ Є Ωχ. 
Then the rule

S(r) =  par (r Є R),
with ar as in (4), determines a nonzero derivation δ of R, where δ(ν) φ 0 and νδ(ν) =  νραυ =
0, a contradiction. Hence in the quotient ring R =  R/Ω,χ all derivations are rigid. From the 
part 1) it follows that R is a field and J(R) =  Ωχ. Since Ω\ά(Ωι) — 0 for all d Є Der R, we 
see that d(J(R))  =  d(Cl\) =  0. Obviously that J(R) — J\ φ  pC is a group direct sum, where 
/1 <  J(R ) is some subgroup. Then

J i C  =  h ® ( p C f ) h C )

is a group direct sum. If
0 φ pc0 Є J iC f ]p C

for some Co Є C, then Co Є U(R )  and Cco =  C. Then pco Є }\Ccq and pcQ =  ]\C\Cq for some 
/1 Є /i and C\ Є C. From this it holds that

(р -Д с і)с о  =  0,

and, hence, j\ =  pcj Є /і П pC =  0, a contradiction. This yields that J =  JiC 0  pC and 
R — JiC Θ C is a group direct sum. Then, for very element r Є R, there are unique elements 
j  Є JiC and c Є C such that

r =  j  +  c. (5)
The rule 7 (r) =  ; (r Є R), with j  as in (5), determines a nonzero derivation of R, where 
7 (7(R )) φ  0, a contradiction. Thus R =  C. If the residue field C/pC has a nonzero derivation 
d, then, in view of Remark 1, the ring C has a nonzero derivation D such that

D(C) g  pC,

a contradiction. Hence, C/pC (and, by Proposition 3, the ring R) is differentially trivial.

R e f e r e n c e s

[1] Anderson D.F., Livingston P.S. The zero-divisor graph o f  a commutative ring. J. Algebra 1999, 217, 434-437. 
doi:10.1006/ jabr.1998.7840

[2] Artemovych O.D. Differentially trivial and rigid rings o f  fin ite rank. Period. Math. Hungar. 1998, 36, 1-16. 
doi:10.1023/A:1004648818462

[3] Beidar K.I., Martindale W.S., Mikhalev A.V. Rings with generalized identities. Marcel Dekker Inc., New York- 
Basel-Hong Kong, 1996.



[4] Bhat V.K. Prime radical o f  Ore extensions over δ-rigid rings. Algebra Discrete Math. 2009,1,14-19.

[5] BreSar M. A note on derivations. Math. J. Okayama Univ. 1990, 32, 83-88.

[6] Burkov V.D. Stiff derivations o f  semiprime rings. Izv. Vyssh. Uchebn. Zaved. Mat. 1987,12,12-14. (in Russian)

[7] Cohen I.S. On the structure and ideal theory o f  complete local rings. Trans. Amer. Math. Soc. 1946, 59, 54-106.

[8] Giambruno A., Herstein I.N. Derivations with nilpotent values. Rend. Circ. Mat. Palermo 1981, 30,199-206.

[9] Heerema N. Derivations on p-adic fields. Trans. Amer. Math. Soc. 1962,102, 346-351.

[10] Herstein I.N. Noncommutative rings. The Mathematical Association of America, J. Wiley and Sons, 1968.

[11] Herstein I.N. Center-like elements in prime rings. J. Algebra 1979, 60,567-574.

[12] Krempa J. Some examples o f  reduced rings. Algebra Colloq. 1996, 3 (4), 289-300.

[13] Lee T.-K., Lin J.-S. A result on derivations. Proc. Amer. Math. Soc. 1996,124 (6), 1687-1691.
Article stable URL: http://www.jstor.org/stable/2161976

[14] Mulay S.B. Cycles and symmetries o f  zero-divisors. Comm. Algebra 2002, 30 (7), 3533-3558. 
doi: 10.1081 / AGB-120004502

[15] Nowicki A. Stiff derivations o f  commutative rings. Colloq. Math. 1984, 48 (1), 7-16.

[16] Sharma P.K. A note on automorphisms o f  local rings. Comm. Algebra 2002, 30 (8), 3743-3747. 
doi: 10.1081 / AGB-120005816

Received 11.09.2014

Артемович О.Д., Лукашенко Μ.П. Про ж орст кі диференціювання кілець // Карпатські матем. 
публ. — 2014. —  Т.6, №2. —  С. 181-190.

Доведено, що в кільці R з одиницею існує елемент а Є R та ненульове диференціювання 
d Є Der R такі, що ad (а) ф  0. Кажуть, що R —  ii-жорстке кільце для деякого диференціювання 
d Є DerR, якщо d(a) — 0 або ad(a) /  0 для усіх а Є R. Досліджено кільця із жорсткими 
диференціюваннями та встановлено, що комутативне артінове кільце R або має нежорстке 
диференціювання, або R =  Rj 0  · · · 0  R„ —  пряма сума кілець R j,.. ., R n, кожне з яких є 
полем або диференціально тривіальним и-кільцем. Доведення цього результату базується на 
тому факті, що в лівому досконалому кільці R з ненульовим радикалом Джекобсона ](R ) для 
будь-якого диференціювання d Є DerR такого, що d (J(R ))  =  0, випливає, що d =  Or тоді і 
тільки тоді, коли фактор-кільце R / J(R )  —  диференціально тривіальне поле.

Ключові слова і фрази: диференціювання, напівпервинне кільце, артінове кільце, досконале 
кільце.

Артемович О.Д., Лукашенко М.П. О ж ест ких дифференцированиях колец // Карпатские матем. 
публ. — 2014. — Т.6, №2. — С. 181-190.

Доказано, что в кольце R с единицей существует злемент а Є R и ненулевое дифферен- 
цирование d Є DerR такие, что ad(a) ф 0. Кольцо R назьівается d-жестким кольцом для 
дифференцирования d є DerR, если d(a) — 0 или ad(a) ф 0 для всех а Є R. Исследуют- 
ся кольца с жесткими дифференцированиями и установлено, что коммутативное артиново 
кольцо R либо имеет нежесткое дифференцирование, либо R — Ri 0  · · · 0  Rn —  прямая 
сумма колец R\, . . . , R n каждое из которьіх является полем или дифференциально тривиаль- 
ньім и-кольцом. Доказательство зтого результате основано на том, что в локальном кольце R 
с ненулевьім радикалом Джекобсона /(R) для любого дифференцирования d є Der R такого, 
что d (J(R ))  =  0, следует, что d =  Од тогда и только тогда, когда фактор-кольцо R /J ( R )  —  
дифференциально тривиальное поле.

Ключевьіе слова и фрази: дифференцирование, полупервичное кольцо, артиново кольцо.
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НАБЛИЖ ЕННЯ М ОДУЛЯРНИХ ІНВАРІАНТІВ, ПЕРІОДІВ ТА  ЗНАЧЕНЬ ДВОХ 

ЕЛІПТИЧНИХ ФУНКЦІЙ ЯКОБІ

Нехай sn,(z), і =  1,2, —  алгебраїчно незалежні еліптичні функції Якобі. Отримано оцінку 
сумісного наближення модулярних інваріантів цих функцій, їх періодів, довільного числа а 
та значень кожної з цих функцій в періодах іншої та в точці я.

Ключові слова і фрази: сумісні наближення, еліптична функція Якобі.
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Вс т у п

В роботах [1,3,4] наведено багато результатів, що дають оцінки сумісного наближе­
ння значень в алгебраїчних точках еліптичних функцій Вейєрштрасса з алгебраїчними 
інваріантами, значень цих функцій в періодах інших функцій тощо. У цій праці отри­
мано оцінку сумісного наближення значень двох алгебраїчно незалежних функцій Якобі 
зі спільним періодом у довільній ТО ЧЦ І ОС та кожної з цих функцій у тому періоді іншої 
функції, який не є спільним для них, та їх модулярних інваріантів. Жодних припущень 
про алгебраїчну природу числа ос, модулярних інваріантів та періодів немає. Розгляну­
то довільні фіксовані пари основних періодів цих двох функцій та накладено природну 
вимогу на них та на число ос, яка дає змогу уникнути точок, що є полюсами функцій.

Розглянемо алгебраїчно незалежні еліптичні функції Якобі sni(z), sn2(z) з модуляр- 
ними інваріантами щ , х 2 відповідно, 0 <  <  1, які мають спільний період. Позна­
чимо через (4К, 2іК і ) довільну фіксовану пару основних періодів функції sni (z), а через 
(4К, 2іК2) — функції sn2(z) [5].

Надалі як і в [4] будемо позначати через сі(Р), L (P )  степінь та довжину многочлена 
Ρ; ξ ι , . . . ,  ζιο —  наближаючі алгебраїчні числа, d,· =  ά(ζ;) та Li =  L(£,·) —  їх степені 
та довжини відповідно, d =  d egQ (£ i,. . .,ξ ιο) .  Нехай ос таке довільне число, що точки 
4пК +  І іп іК і  +  2іп2К2 +  ос не є полюсами sni (z), sn2(z) при усіх п, щ, п2 Є Z .

Теорема. Аля довільних алгебраїчних чисел ξ ι , . . . ,  £ю справджується

max {\ос -  ξι\,\Κ -  ξ 2\,\Κι -  ξ3\,\κι -  ξ4\,\κ2 -  ξ5\,\$η2(2 ίκ ι )  -  ξβ\,

I sni (λ) -  ξ7\, I sn2(a) -  ξ8\, IΚ2 -  ξ9\, I sni(22'K2) -  £ιο|} >  exp ( -  A D 3),

, /lriLi ln Lio , Λ  .
де D  — d I — ---- 1-----Η—  ------ f- In я , Λ  >  0 — константа, залежна лише від чисел щ , >с2

\ di dio J
та ос.
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До в е д е н н я  т е о р е м и

Доводити теорему будемо методом Гельфонда-Чудновського, викладеним у [1,3]. 
Нехай λ  —  достатньо велике натуральне число, С\, Сг, ■ ■ · —  додатні константи, які не 

залежать від d, dj, Li та Λ.
Покажемо, що нерівність

шах { |« -  ζι\, ІК -  ζ 2\, ІКг -  ζ3\,\κ ι  -  &|, N 2 - ζ 5\,\ sn2(2В Д  -  ζ 6\, 

|sni(a) - ^ 7|,|sn2(a) - & | }  <  exp ( - λ 8Μ 3),
(2)

де

(3)η =  degQ (£ i.......f t ) ,  Μ 2 =  η +  . . .  +  1^ * + іппу

неможлива. Доводити будемо методом від супротивного. Покладемо

L =  S =  [Л2М], N  =  [ЛМ]. (4)

Позначимо через ζ \,. . . , ζ η лінійно незалежні серед чисел ξ *1, . . . , ζ$8, щ — 0 ,1 ,..., dj — 1,

L η

В Д  =  Σ c U i , ^ sni ( z ) sn2 (z )' CKh,h =  Σ СШ 2,тСг> CW 2,T 6 Z .  (5)
k,lx,h=l τ=1

Нехай ψι(ζ )  =  sn2(z +  K), φ2(τν) — sn2(z +  З K) [1]. Тоді

sn +  A i f e g l  (6)
1 -  >%φ\{ζ)φ\(χν) A 2(z,zv)

Існують (див. [1]) такі многочлени GS/P/i, що

Сз'р' 1 =  Т й ? (А  і ( 2,И7)Л 2( ^ И7))ію=о (7)

та справджуються оцінки In L(GS/P//) <  sln(s(p +  /) +  ci(s +  p +  Z)), degGs<P// <  4(p +  Z).
З (5)-(7) подібно, як у працях [1,6], отримаємо

f(S )^  =  ^ i ' ( A 2 L(Z/W)(F(z +  w )A ^ (z ,ii; ) ) )U =o =  Σ  ( f j  L( Z' W) Ĵ U=o

Σ C K h,h  Σ ( · )  (z +  w )*  sni  (z +  w ) )  U =oG f//2/L_/2(z ) .  (8)x
k,h,i2=1 <=0

Позначимо

fs,f(z) -  £ CkM l Σ ( I) ( γ ^ ϊ ( ζ + w)ksni (z + U=oGf//2,L-/2(z). (9)
y 1(/2=l 1=0 V/ \aw J

Визначимо наближаючі алгебраїчні числа ζ η , ζ\2, £із так: ξ2χ =  (1 — £2)(1 — £4^7)'

ζ\2 =  ί1 -  Й Х 1 ~  й й ) '  й з  =  ί1 -  Й Х 1 -  Ф ї ) - ^ я короткого запису ξ ι , . . . ,  ζ 8, ζη ,  ζ η ,  ζΐ3 
будемо використовувати ξ. Через Fs,n,ni ( ζ )  та Fs,i,n,ni ( ζ )  позначимо вирази, отримані з

F(s) (4пК +  2іп\К\ +  ос) та FS/i(4nK +  2іп\К\ +  ос) заміною чисел ос, 4К, 2іК\, щ , х 2, sn2(2zKi), 
sni (a), sn2(a), sn'^a), sni, (a), sn ^ zK i) числами ξ відповідно.

Розглянемо FS/trn/ni (ζ ), 1 <  η, П\ <  N, 0 <  t <  $ <  S, як N 2S лінійних форм від nKL2 

змінних С̂ /1(/2/Т. Згідно [7, лема 4.1] та (4), (9), виберемо не всі рівні нулю числа С̂ /ь/2/Т так, 
що для l < n , n i < N , 0 < t < s < S

F s W ? )  = 0 , 0 <  \CKh/hiT\ <  exp(с2Л3 n ^ M 3). (10)

З (2), (3), (4), (10) при 1 <  η,ηχ <  AN, 0 <  s <  S отримаємо

\F^(AnK +  2in\K\ +  a) — Fs,n,ni( ζ ) \ <  е хр (-^ Л 8М 3). (11)

З (8)—(11), якщо 1 <  п, п.\ <  N,  0 <  s <  S, дістанемо

|F^(4пХ +  2іп\К\ +  а)| <  ехр (-^ Л 8М 3). (12)

Покажемо, що оцінка (12) виконується також і для 1 <  п, п\ <  λΝ , 0 <  s <  S. Для 
цього скористаємося методом математичної індукції. Нехай при 0 <  s <  S нерівність (12) 
справджується для 1 <  п, П\ <  2dN, 2d <  А. Доведемо, що тоді вона справджується і для
1 <  и,иі <  2d+1N.

Позначимо (2о>і г, 2ω3j )  пару основних періодів функції Вейєрштрасса pi(z), якій від­
повідає sn,(z), Є\і — ρ(ωι^),  е3і — ρ (ω 3/ί), і — 1,2. Покладемо

G(z) =  F(z)tTf ( (z +  iK [ )/ ^ е ЇЛ — е3 \) о~2 {(z +  iK2)/y/e1/2 - e 3/2) . (13)

Виберемо таке найменше можливе ціле г, що r >  16(2dN  +  1)(|К| +  \Κχ\ -f |Кг| +  |a|)· 
Позначимо R =  4r. Тоді з (3), (4), (5), (10), (13) випливає

|G(z)||z|<r <  ехр(—c32dA4M 3). (14)

З [7, лема 4.5] та (14) при 0 <  s <  S отримаємо

|G(s)(z)||2|<r < e x p (-2 dA5M 3). (15)

Так як 4пК +  2іщК\ +  a не є полюсами sni(z) та sn2(z), то для ε =  R-1 в ε-околах 
V  (ε, 4 пК +  2іп\К\ +  а) точок 4 пК +  2іп\К\ +  а при 1 <  п, п\ <  λ  N  з (4) отримаємо

\σ{ ( ( ζ  +  ІК[)/у/Єі'і - Є ЗЛ) \Ζβν(εΑηΚ+2ιη,Κ,+α) >  ЄХр(-С4А4М 2). (16)

З (15), (16) при 1 <  п, П\ <  λ  N  випливає

І̂ ’(2)І2€У(е/4иК+2ш1К1+а) <  exP (“ 22d 1λ5Μ 3). (17)

З (14)-(16) для 1 <  п,п\ <  2d+1N, 0 <  s <  S, отримаємо

осі д5
\F^(4пК +  2іп\Кі +  ос)І <  ехр(---- г - М 3). (18)

Враховуючи (11), для 1 <  п, П\ <  2d+1N  та 0 <  s <  S з (18) випливає

\ρ3,η,ηλ(ζ)\ <  ехр(-

І н а у к о в ^ в і б л і о г е к а
І /НВ. te ψ g Q л  ^



Розглядаючи Р5/(/П/Пі(£), 0 <  t <  s <  S, 1 <  п,щ <  2d+1N, як значення відповідного 
многочлена в алгебраїчних точках, з [7, лема 4.1], (3) та (4) отримаємо для Fs,t,n,ni(C) Ф 0 
оцінку |Р5Д,„/И1(£)| >  ехр(—Л3,5М 3), тому

|Р8/Я/И1(Й| > е х р (-Л 4М 3). (20)

Оцінки (19) та (20) суперечливі, тому для 1 <  п,щ  <  2d+1N, 0 <  t <  s <  S, отримаємо 
Fs,n,m (ζ ) =  0, що разом з (11) доводить (12) для 1 <  п, щ <  AN, 0 <  s <  S.

Оцінимо \СкМьТ\ зверху. Покладемо

Λ  ί \ 4К +  2ЇКі +  а.
Лг = Vі -  AL· J ----- 4----- ' 1 = 1.....L (21)

З (4), (21) випливає

І sn(at) — sn(ay)| >  ехр(—Л ІпМ ), t ф ;. (22)

З [2, лема 4] отримаємо таке: нехай F(z) визначена в (5),

Δ  =  det(sn,11(af))/bf=i L / Δ (ί )  =  d e t(s ^  ( г і п ^  +  af))/2,„1=i L >

A(nb t) =  det((4nK +  2in\K\ +  at)k)n,k=i... i  >

Δ;1/( — алгебраїчне доповнення елемента sn̂ 1 (at) визначника Δ, Δ/2 ηι(ί) —  елемента 

snj2(2in\K\ +  at) визначника Δ (ί), Δ^„(η ι, t) —  елемента (4пК +  2іпіК\ +  oct)k визначни­
ка Δ(ηχ, t). Якщо Δ, Δ (ί )  та А(щ, t) ф 0, то

п  V і1 f Δ ;2 Я і( ї )  А ^  п ( я і ,  ί )  , „  ч

и "'2 =  ,, » , ζ - .  А(і) Δ (Η1.0  Г(4" К +  2ШіКі +  (23)

З (21), (22) випливає, що Δ, Δ (ί )  та Δ ( « ι ,  ί), які є визначниками Вандермонда, відмінні 
від нуля. Використовуючи [3, лема 5.7], співвідношення (4), (22), отримаємо

<  exp(c5A3N ln N ). (24)

Для 1 <  п,щ <  L, z — 4пК +  2іпіК\ +  « f справджується шіп |crL(z )| >  ехр(—СбА6М 3), 
тому з (17) при (1/2)Л <  2d <  А отримаємо |/(4иК +  2іп\Кі + it f)l <  ехр( —(1/4)А7М 3). 
Звідси і з (23), (24) випливає

\СкМг\ <  ехр(—А6М 3). (25)

Розглядаючи Ск/іьі2 як значення відповідного многочлена (5) Р кіРіі Є Z [ v i , . .. ,vg] в 
точці ζ 1/. . . , ζ 8 і використовуючи (4) та [7, лема 4.1], для Скиі2 ф 0 отррімаємо оцінку 
ІСк/іьі21 >  ехр(—λ4Μ 3), щ о  суперечить оцінці (25). Тому всі О уь/2 дорівнюють нулеві. Але 
тоді з (5) і всі Скііьі2> τ дорівнюють нулеві, що суперечить (10). Останнє протиріччя по­
казує, що (2) не справджується, тобто оцінка, подібна (1), справджується при сумісному 
наближенні чисел ос, К, К\, ус\, >с-і, sn2(2z'Ki),sni(a),sn.2(a). Якщо в (2) замінити К\ на К2 і 
sn2(2/Ki) на sni(2/K2) та розглядати точки 4пК +  2ІП2К2 +  ос, то отримаємо, що припуще­
ння (2) не справджується також і для чисел ос, K, К2, x i,X 2/Sni(2/K2),sn i(a ), sn2(a), тобто 
для обох цих множин чисел справджується оцінка, подібна (1). Отже, при достатньо ве­
ликому А  справджується оцінка (1), що й потрібно було довести.

ΔΜ (0 ^n,k(n 1, 0
Δ / Δ(ί) / A(ni,t)
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НАБЛИЖ ЕННЯ ЄМНОСТЕЙ Н А МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРАХ ЛІПШ ИЦЕВИМИ

ЄМ НОСТЯМИ

Для довільної ємності на просторі з обмеженою метрикою доведено існування і отримано 
явний вигляд найближчих до неї ємностей, ліпшицевих з даним коефіцієнтом.

Ключові слова і фрази: відстань Гаусдорфа, регулярна щодо метрики ємність, ліпшицева 
ємність.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, 57 Shevchenka str., 76018, Ivano-Frankivsk, Ukraine 
E-mail: inna_gl@ram bler.ru

ВСТУП

Запроваджені Шоке [1] ємності (неадитивні міри) знайшли численні застосування у 
різних галузях. Простори регулярних неадигивних мір на компактах детально вивчено 
Зарічним та Никифорчиним [2]. Результати, отримані для компактів, узагальнили та по­
ширили на неадитивні міри на тихоновських просторах Никифорчин та Реповш [3]. Вла­
стивості типу регулярності (регулярність щодо метрики, щодо топології, а;-гладкості, 
т-гладкості) для ємностей, визначених на метричних (не обов'язково компактних) та ме­
тризовних просторах досліджено Черковським [4]. Зокрема, описано метрики на просто­
рі ємностей у стилі Прохорова та Зарічного (Канторовича-Рубінштейна) та доведена їх 
еквівалентність (а з певною модифікацією —  і рівність) для випадку, коли вихідний про­
стір є повним.

З потреб практики виникає необхідність виражати або наближати певні ємності за до­
помогою емностей, які мають деякі специфічні властивості або простішу будову. В даній 
праці досліджується клас ліпшицевих ємностей на метричних просторах. Вони характе­
ризуються наступною "гарною" властивістю: при незначній зміні множини значення єм­
ності на цій множині суттєво не змінюється, тому задача апроксимації довільної ємності 
на метричному просторі ліпшицевими ємностями є досить актуальною. Саме ця пробле­
ма є ключовою у даній статті.

1 М е т р и к а  н а  м н о ж и н і  є м н о с т е й

Надалі вважаємо, що (X, d) —  метричний простір скінченного діаметра. Як звичайно, 
для х Є X та A  C X величину d(x, А )  — inf{d(x,a) | а Є А }  називаємо відстанню від точки 
х до множини А. Множини

ОеА =  {х  Є X I d(x ,A )  <  ε}, де A  C X, ε >  0,
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та
ΟεΑ =  {х  Є X I d(x, А )  ^  ε}, де A  C  X, ε ^  0, 

називаємо відповідно відкритим ε-околом та замкненим ε-околом множини А. Очевидно, 
що вони дійсно є відповідно відкритою та замкненою множиною, оскільки d(x, А ) непе­
рервно залежить від х при фіксованому А. Зокрема, через Οε( {α } )  =  ВЕ(а) та Ое( {я } )  =  
Βε(α) позначаємо відкриту та замкнену кулю радіуса ε з центром у точці я Є X.

На множині exp X непорожніх замкнених підмножин вживаємо стандартну метрику 
Гаусдорфа

άπ(Α,Β )  — maxjsup{d(a,B) | а є A},sup{d(b ,A ) \ b Є B}}.

Наступні формули для άχ є рівносильними:

dH(A, В) =  ιηΐη{ε ^  0 | А С ΌεΒ, В С  ΟεΑ},

dn(A, В) =  ΐηί{ε ^  0 I A  C (J Βε (b ) ,B C  U Β,(α)},
ЬеВ аєА

dn(A, В) — inf {ε ^  0 | A  C [J Βε (b),B C U  Bt (a)}.
ЬеВ аЄА

Зауважимо, що у другій (але не третій) формулі inf можна замінити на min для компа­
ктного простору X, оскільки у такому просторі ΟεΑ =  \JaeA Βε(α) для кожної замкненої 
A C X.

Надалі розглядаємо клас ємностей [2] на просторі (X, d), регулярних щодо метрики 
d, тобто таких монотонно неспадних дійснозначних функцій с на сукупності Exp X всіх 
замкнених підмножин простору X, що с (0 ) =  0, і с (ОеА ) - »  с (А )  при ε —> +0 для кожної 
замкненої A  C X. Вважаючи d фіксованою, у звичайному позначенні цього класу М^Х 
опускаємо d і пишемо MX.

Кожна така ємність с цілком визначається своїм підграфіком

subc =  { (F , « )  Є ехрХ х / I а ^  c (F )},

який є замкненим у exp X x І з метрикою прямого добутку

p ((F ,« ),  (G ,β ))  =  т а x(dH(F,G),  |α -  β|).

Відповідно відстань d(ci,c2) між ємностями С\,С2 Є M X  природно означається як від­
стань Гаусдорфа pn(sub с\, sub с2) між їх підграфіками. Оскільки діаметр X скінченний, 
то значення d теж скінченні.

Неважко помітити, що d(c\, с2) є точною нижньою гранню множини всіх таких ε ^  0, 
що для кожної А с Х  виконано нерівності

с і(ΟεА ) +  ε ^  сг(А ),с2(0 £Л ) -}-ε  ^  с\(А)

(у такому випадку кажемо, що ємності Сі та с2 є ε-близькими). Тоді d(c\, с2) ^  ε, якщо і 
тільки якщо для всіх ε' >£ , A C X виконано

сі

сі (Ое>А) +  ε; ^  с2(А ),с2(Ое/А) + ε ; ^  с\(А).

Остання точна нижня грань досягається для компактного простору, і, ширше, для ко­
жного (X, d), у якому dj-i{peiA, ΟεΑ )  —> 0 при ε' \  ε для всіх A  C X, ε >  0 (зауважимо, що
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при ε =  0 збіжність є автоматичною). У такому просторі d(c\, сі) ^  ε, якщо і тільки якщо 
С\ та С2 ε-близькі.

Іншою достатньою умовою того, що ємності сі та сг є ε-близькими для ε =  d(ci, сг), є їх 
а>-гладкість, тобто рівність с,-(П~=і Л „ )  =  1іт„^.оо с,(Л „), і =  1,2, для кожноїнезростаючої 
послідовності Л і D Аг D  A 3 D ... замкнених множин у X. Ця властивість є сильнішою 
від регулярності щодо метрики.

2 Н а б л и ж е н н я  л іп ш и ц е в и м и  є м н о с т я м и

Нагадаємо, що (X, d) —  метричний простір скінченного діаметра.
Клас ліпшицевих з коефіцієнтом q >  0 ємностей —  це множина

МпХ =  {с  Є M X  І VF, G C X |c(F )-c(G )| <  q ■ dH(F, G )},
cl

де q >  0 —  деяке фіксоване дійсне значення. Зрозуміло, що рівносильно умову ліпшице- 
вості можна записати як

VF,G C X Ve >  0 dH(F,G)  <  ε =► |c(F) -c (G )|  <  qe
cl

або
VF C X V£ >  0 c(Oe(F)) ^  c(F) +  qe.

cl
Очевидно, що ліпшицевість сильніша від інших властивостей типу регулярності [4]

—  регулярності щодо метрики, регулярності щодо топології, ω -гладкості та т-гладкості. 
Простий приклад ємності, ліпшицевої з коефіцієнтом 2 —  це функція, яка зіставляє ко­
жній замкненій підмножині її діаметр.

Теорема 1. MqX  —  замкнений підпростір простору М Х  з метрикою d.

Аоведення. Достатньо показати, що довільна ємність со, яка є точкою дотику множини
М ЧХ, належить до неї. Нехай F C  X, ε >  0. За припущенням для кожного δ >  0 існує

сі
с Є MqX, для якого d(co, с) <  δ. Звідси 

Co(OeF ) ^  c(Os( 0 £F) )  +  δ ^  c(0<5+£F) +  δ ^  c(F) +  q(0 +  ε) +  δ ^  Co(0$F) +  2δ +  q(δ +  ε). 

Оскільки при <5 —> 0 останній вираз прямує до co(F) +  qe, маємо Со Є MqX. □

Розглянемо задачу про апроксимацію довільної ємності с Є М Х  ємностями з класу 
MqX.

Лема 2.1. Аля фіксованої непорожньої множини G C X функції на Exp X, рівні нулю для
сі

аргумента 0  і визначені для непорожньої F C X формулами
сі

<p(F) =  qs\ipd(x, G) та xp(F) =  та х {я  — qsupd(x, F), 0},
x eF  xeG

де a ^  0, є ліпшицевими з коефіцієнтом q ємностями.

Аоведення. Достатньо зауважити, що вирази inf d(x, G) та sup d(x, G), а тому й sup d(x, F),
x eF  x eF  xeG

є ліпшицевими щодо F з коефіцієнтом 1. Виконання інших властивостей очевидне. □

Зауважимо, що поаргументний інфімум довільної сім'ї ємностей з M qX  та поаргумен- 
ТНИЙ супремум ДОВІЛЬНОЇ обмеженої згори сім'ї ємностей З MqX  теж є ємностями з цього 
ж класу. Звідси випливає, що при фіксованих e,q > 0  та с Є М Х  функції

c£(F) =  sup{т а х {с (Л ) — ε —  ̂ sup d(x,F ),0 } }
ХЄОе(А)

та
ce(F) =  inf (с (О е(В )) +  e +  q sup d(x, В)},

всх x eFcl

де F φ  0 , і с£ (0 )  =  се( 0 ) =  0, є ліпшицевими з коефіцієнтом q ємностями.
-Ч +1 -  _

Теорема 2. Функції се та сє —  це такі елементи MqX , що довільна ємність Со Є Μ ηΧ є
. . . . .  -ч +ч£-близькою Д О  даної ЄМНОСТІ С, Я К Щ О  1 Т ІЛ Ь К И  Я К Щ О  Се <  Со <  с£.

-Ч +9 -

Аоведення. Належність с£, с е Є MqX  обґрунтовано вище.
Припустимо, що с Є М Х та Со Є MqX  є ε-близькими. Тоді, зафіксувавши F C X та

_ сі
обравши довільні A  C X та δ >  0 такі, що Ое(А )  C Os(F), отримаємо

сі

с (А )  -  е <  с0(Ое(А )) <  c0(Os(F))  <  cq(F) +  q6,

тобто co(F) >  с (А )  — ε — ί7<5. Зокрема, якщо покласти δ =  sup d(x, F), то можна ствер-
хеОе(А)

джувати, що при всіх A C X будуть виконуватись нерівності
сі

co(F) >  с (А )  — e — q sup d(x,F).
хєЩ а )

Звідси
co(F) >  sup {c(A ) — ε — q sup d(x,F)}

ЛСХ х е Щ А )

~qтобто Co >  c£.
Майже аналогічно, зафіксуємо множину F C X та оберемо довільні В C X та δ >  0

сі __ сі
такі, що F С Οδ(Β). Оскільки Со Є MqX, то Co(F) <  со(0#(В)) <  с0(В) +  q0. Якщо δ =
sup d(x, В), то остання нерівність набуде вигляду Co(F) <  С о (В ) +  q sup d(x, В). Крім того,
x eF  __ xeF
d(c,cо) <  ε, тобто Со(В) <  с (0 £(В )) +  ε. Отже можна стверджувати, що для всіх В C X

_  ̂ сі
виконується co(F) <  с (0 £(В )) +  ε +  q supd(x, В), тому

xeF

c0(F) <  inf (c(Og(B)) e q sup d(x, B )},
в cx

cl x eF

тобто Co <  c £.
- 4  +4

Отже, виконання нерівностей c£ <  Co <  c£ необхідне для ε-близькості c та Co-
-Я

Доведемо достатність. Нехай Со >  се. Тоді для фіксованої F C X та довільної A  C X
сі сі

правильні нерівності

c0(Oe(F )) >  c£(Oe(F )) >  с (А )  -  ε - q  sup d(x,Oe(F)).
хеО £(А)



Звідси при А =  F отримаємо cq(0 £(F ) )  >  c(F) — ε.
+4

Якщо Co <  сЕ, то при будь-яких В C X буде виконуватись
сі

c0(F) <  с(Ое(В))  +  ε +  qsupd(x, В).
xeF

Зокрема, при В — F отримаємо Co(F) <  c(Oe(F )) +  ε.
- Ч  +4

Отже, за умови с£ < C q <  с£ маємо ε-близькість с та со. □

Зауваження 2.1. Зрозуміло, що для довільної ємності с Є MX існує ε-близький елемент

Со Є М ЦХ тоді і тільки тоді, коли виконано сЕ <  се. У цьому випадку можна покласти, 
_ < ? + < ?  

наприклад, Со =  сЕ чисо — сЕ.

Теорема 3. Для довільної ємності с Є M X  існує ε-близький елемент Со підпростору M qX 
(де ε ^  0), якщо і тільки якщо нерівність

с (А )  <  с (Ое(В))  +  q sup d(x,B) +  2ε
хЄОе(А)

виконано для всіх непорожніх Α ,Β  С Х .

~ц +ч -ч +ч
Аоведення. Нехай ε >  0 таке, що с£ <  се, тобто c£(F) <  ce(F) для д о в і л ь н о ї  F C X.

сі
Остання нерівність рівносильна виконанню нерівності

c ( A ) —ε — q sup d(x, F) <  c(Oe(B))  +  ε +  q sup d(x, В)
хєОе(А)

для кожних непорожніх замкнених підмножин А, В простору X. Зрозуміло, що при F — В 
вона матиме вигляд

c (A )  — 8 — q sup d(x,B) <  с (0 £(В))  +  ε.
хєЩ а )

- Ч  +4  . .
Отже необхідною умовою для с ε <  сЕ є виконання при довільних Α,Β  С X нерівності

сі

с (А )  <  с (0 £(В))  +  q sup d (x ,B )+  2ε.
хєО£(А)

Покажемо, що вона також є достатньою умовою. Дійсно, якщо F C X, то для довіль-
сі

них х Є Οε( Α ) та у Є F істинною є нерівність d(x, В) <  d(x, F ) +  d(y, В). Тоді виконано 

с(Ое(В) )  +  ε >  с (А )  -  ε - q sup d(x,B) >  c (A )  -  ε -  q( sup d(x,F)  +  supd(y,B)).
х ед е(А ) хЄОе(А) ye F

Звідси
inf |c(Of(B)) +  ε +  q sup d(y, B)} >  c (A )  — ε — q sup d(x,F )
V  y e f х є Щ А )

+4  - 4
для всіх Α,Β  C X. Отже, ce(F) >  ce(F), що, згідно зауваження 2.1, означає існування

сі
ε-близького елемента Cq Є М^Х. □

З останньої теореми негайно випливає, що відстань від ємності с Є M X до підпростору 
ΜηΧ рівна ТОЧНІЙ НИЖ НІЙ грані £q множини

Eq =  {ε  >  0 І У А, В C X : с (А )  <  с(Ое(В )) +  q sup d(x, В) +  2ε}.
с1 хєЩ а )

Якщо £q =  min Eq, то найближчі до c Є M X  ємності Со з підпростору MqX  визначаються
-<? +ч

нерівністю С£ <  Со <  сЕ .
Однак наступний приклад свідчить, що мінімум множини Eq може й не існувати.

Приклад 1. Розглянемо підпростір X =  {(0 , —1), (0 ,1 )} U ((0; 1] х {0 } )  площини R 2 з 
евклідовою метрикою і покладемо

(З , (0,1) Є F а бо (1,0) Є F, ρ (= χ

|0, (0,1) i f  і (1,0) i f ,  СІ

Очевидно, що с — регулярна ємність, яка не є ліпшицевою з коефіцієнтом q =  1. При  
кожному ε >  1 нерівність

с (А )  <  с(Ое(В))  +  sup d (x ,B )+  2ε
хєОе(А)

істинна для всіх замкнених непорожніх підмножин А, В простору X, однак для ε =  1 вона 
є хибною для А =  {(1 ,0 )}, В =  {(0, —1)}.

Це означає, що відстань від с до підпростору MqX рівна 1, але 1-близької до с ємності 
з M q X  не Існує.

Розглянемо, за яких умов можна гарантувати існування найменшого елемента у Eq. 
Якщо спадна послідовність елементів {ε„ }~=1 множини Eq збігається до εο, то для збіжно­
стей c(Ocn(F )) c (0 Eo(F )) та sup d(x, В) —> sup d(x,B) достатньою є напівнеперерв-

xeOe„F xeOe0F
на згори щодо метрики Гаусдорфа залежність множини ОєА  від ε для кожної замкненої 
непорожньої A  C  X, тобто збіжність dn{pE'A , 0 EA )  —> 0 при ε' \  ε. Нагадаємо, що це 
виконано при компактності (X,d), але компактність не є необхідною —  для внутрішно­
сті одиничної кулі в R " дана властивість теж істинна. Тоді множина Eq замкнена щодо 
границь незростаючих послідовностей і непорожня, бо містить diam X. Тому в Eq існує 
мінімальний елемент £q, який згідно зауваження 2.1 і є шуканою відстанню d(c,MqX).
Для цього Eq, застосувавши теорему 2, легко побудувати найближчу до с (оптимальну)

- Ч + Ч
ємність со Є M q X ,  тобто таку, що d(c, со) =  £q (наприклад, такими є с£ та с£ при ε =  £q).

Розглянемо той випадок, коли множина Eq не обов'язково містить найменший елемен­
та. Зрозуміло, ЩО ЯКЩО =  inf Eq, ТО d(c, MqX)  =  8q. Тоді ВСІ ε' >  £q будуть належати до 
множини Eq, а це означає (згідно Теореми 2), що для довільного ε' >  εη існує ε '—близька 
ДО С ЄМНІСТЬ c' Є MqX, але ε̂  —близької ЄМНОСТІ ІЗ підпростору MqX  може й не існувати. 
Проте ємність Cq Є MqX, для якої d(c, Cq) — 8q, існує, про що стверджує наступна теорема. 

Зауважимо, що при ε' >  ε >  ε̂  маємо
-q -Ч +q +4
C£i ^  CE ^  CE ^  CEi,

тому існують точні грані
-Ч -Ч +ч +ч
С =  sup Co,  С =  inf Со,

е>ї„ £>£Ч



_  „ q  _<? + < ? + < ?
які належать до MqX, причому с£ <  c ^  с ^  с£ для кожного £ >  £q. Звідси випливає, 

Щ О Cq та Cq Є ε-блИ ЗЬК И М И  ДО С ДЛЯ ВСІХ £ >  £q , отже, відстань між кожною з них та с рівна

Sq.
Неважко записати явний вигляд оптимальних ємностей, отримавши наступне твер­

дження.

_<?+<?
Теорема 4. Функції с та с , визначені формулами

_q
c (F) =  m ax {sup {c (A ) — £п — q ■ lim sup d (x ,F ) } ,0}

Л с х  ε^ ε4+0 х е д е(А)cl

та +ч
c (F) =  inf {  lim с(Оє(В))  +  εη +  q supd(x, В )}

B c X  ε—>E((+0 хЄ р
cl

-я +q
для замкненої F ф 0 , і с (0 )  =  с (0 )  =  0, є відповідно найбільшою і найменшою з 
ємностей З MqX, найближчих до ємності с.
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In this paper we study τ -curvature tensor in N (k )-contact metric manifold. We study τ-φ - 
recurrent, r-φ-symmetric and globally τ-φ-symmetric N (k )-contact metric manifold.
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I n t r o d u c t io n

The notion of local symmetry of a Riemannian manifold has been weakened by many au­
thors in several ways to a different extent. In the context of contact geometry the notion of 
(^-symmetry is introduced and studied by Boeckx E., Buecken P. and Vanhecke L. [3] with 
several examples. As a weaker version of local symmetry, Takahashi T. [13] introduced the 
notion of locally φ-symmetry on a Sasakian manifold. Generalizing the notion of (^-symmetry, 
the authors De U.C., Shaikh A. A. and Sudipta Biswas [4] introduced the notion of φ-recurrent 
Sasakian manifolds. This notion has been studied by many authors for different types of con­
tact manifolds like Venkatesha and Bagewadi C.S. [14,15], De U.C. and Abdul Kalam Gazi [5], 
Nagaraja H.G. [9] etc.

In [12] Tanno S. introduced the notion of fc-nullitiy distribution of a contact metric mani­
fold as a distribution such that the characteristic vector field ζ  of the contact metric manifold 
belongs to the distribution. The contact metric manifold with ζ  belonging to the /с-nullity dis­
tribution is called N(k )-contact metric manifold such a manifold is also studied by various 
authors. Generalizing this notion in 1995, Blair D.E., Koufogiorgos T. and Papantoniou B.J. [2] 
introduced the notion of a contact metric manifold with ξ  belonging to the (k, μ) -nullity distri­
bution, where k and μ are real constants. In particular, if μ =  0 then the notion of (k, μ)-nullity 
distribution reduces to the notion of /с-nullity distribution.

In [6] Mukut Mani Tripathi and et.al. introduced the τ -curvature tensor which is a par­
ticular cases of known curvatures like conformal, concircular, projective, M-projective, W,- 
curvature tensor(i =  0 ,..., 9) and W *-curvature tensor(/ =  0,1). Further, in [7,8] Mukut Mani 
Tripathi and et.al. studied τ -curvature tensor in K-contact, Sasakian and Semi-Riemannian 
manifolds. Later in [10] the authors studied some properties of τ -curvature tensor and they 
obtained some interesting results.

Motivated by all these work in this paper we studied the φ-symmetric τ -curvature tensor 
in N(A:)-contact metric manifold.
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1 P r e l im in a r ie s

A  (2n +  1)-dimensional differential manifold M  is said to have an almost contact structure 
(φ, ξ, η) if it carries a tensor field φ of type (1,1), a vector field ξ and 1-form η satisfying

φ2 =  - Ι  +  η ® ζ ,  η ( ζ ) = 1, η ο φ =  0, φζ =  0. (1)

Let g be a compatible Riemannian metric with almost contact structure (φ, ζ, η) such that,

§( φ Χ , φ Υ ) = 8 ( Χ , Υ ) - η ( Χ ) η ( Υ ) ,

g(<pX,Y) =  -g (X,cpY),  8 { Χ , ζ ) = η ( Χ ) .  (2)
where X, У are vector fields defined on M. Then the structure (φ, ζ, η ^ )  on M  is said to have 
an almost contact metric structure and the manifold M  equipped with this structure is called 
an almost contact metric manifold [1]. An almost contact metric structure (φ, ζ, i],g) becomes 
a contact metric structure if for all vector fields X, У on M  we have άη(Χ, У) =  g(X,  φΥ).

Given a contact metric manifold (Μ, φ, ζ, η, g), we define a (1,1) tensor field hbyh — \ΐφ,
where L denotes the Lie differentiation. Then h is symmetric and satisfies hep — —(ph. Also we 
have Tr.h — Tr.cph =  0 and Ηξ — 0. Moreover, if V  denotes the Riemannian connection on M, 
then the following relation holds

V χ ζ  =  - φ X - φ h X .  (3)

For a contact metric manifold Μ (φ , ζ ,  η ^ )  the (fc, μ )-nullity distribution is

V
=  { Z  Є TpM  : R (X ,y )Z  =  k[g(Y, Z ) X  -  g(X, Z )Y]  +  F [g (Y ,Z )hX -  g (X ,Z )hY}} ,

for all vector fields X, У Є TpM,  where k, μ are real numbers and R is the curvature tensor. 
Hence if the characteristic vector field ζ  belongs to the (k, μ) -nullity distribution, then we have

R (X ,y )£  =  fcfo(y)X -  η(Χ)Υ]  +  μ[η(Υ)ΗΧ -  v{X)hY}. (4)

Thus a contact metric manifold satisfying (4) is called a (fc, μ) -contact metric manifold. In 
particular, if μ =  0, then the notion of (fc, μ) -nullity distribution reduces to the notion of fc- 
nullity distribution introduced by Tanno S. [12]. In a (fc, μ) -contact metric manifold [11] the 
following relations hold:

h2 =  (fc — l)<p2, fc <  1,

(V x <p)y =  g (X  +  hX, Υ )ξ  -  η (Υ ) [Χ  +  hX],

Κ(ζ>Χ)Υ  -  k [g (X ,YK  -  η ( Υ ) Χ ] + μ ^ Χ , Υ ) ζ  -  і/(У)ЛХ], 

η (Κ {Χ ,Υ )Ζ )  = k \ g { Y , Z ) r i { X ) - g ( X , Z ) V(Y)\ +  n[g(hY, Ζ )η (Χ )  -  g (h X ,Z )V(Y)}, 

S(X,£)=2nfc//(X),

S (X ,y ) =  [2(n -  1) -  nH]g (X ,Y )  +  [2(n -  1) +  n]g{hX,Y)

+  [2(1 -  n) + η №  +  μ ) ]η (Χ )η (Υ ) ,  n >  1, 

r =  2n[2n — 2 +  fc — ημ],

S((pX, φΥ) =  S(X, У) -  2nfcj/(X)i/(y) -  2(2n -  2 +  μ^{Ι ιΧ ,  У),

where S is the Ricci tensor of type (0,2), Q is the Ricci operator, that is, S (X ,y ) =  g (Q X ,Y )  
and r is the scalar curvature of the manifold. From (2), it follows that

( V xV)Y  =  g (X  +  hX,cpY).

The fc-nullity distribution N  (fc) of a Riemannian manifold M  is defined by

p Np(k) =  { Z E  TpM  : R(X, y)Z  =  k[g (Y ,Z )X  -  g (X ,Z )Y } } ,

k being a constant. If the characteristic vector field ζ  Є N(k), then we call a contact metric
manifold an N(fc)-contact metric manifold. In N(k ) -contact metric manifold the following 
relations hold [5]:

h2 =  (fc — l)<p2, fc <  1,

(V x <p)y =  g (X  +  hX, Υ ) ζ  -  η (Υ ) [Χ  +  hX],

R £ , X ) Y  =  k\g(X,Y^ - η ( Υ ) Χ ] ,

S(X,C) =2nkr]{X),  (5)

S(X, У) -  2(n -  l ) g (X ,  Y) +  2(n -  1 )g(hX, Y) +  [2(1 -  η) +  2η^η(Χ )η (Υ ) ,  n >  1, (6) 
QX  =  2{n — 1)X +  2(n — l )hX  +  [2(1 — η) +  2η^η(Χ)ζ ,  n >  1, (7)

r — 2n[2n — 2 +  fc],

S(cpX, <pY) =  S(X, У) -  2nkV( X ^ ( Y )  -  4(n -  l )g (hX,  У), (8)

(Vxi/ )y =  g (X  +  hX, φΥ).

Definition 1. An N  (fc) -contact metric manifold M  is said to be locally φ-symmetric i f

<p2( (V w ft ) (x ,y )z )  =0
for all vector fields X, Y, Z, W, which are orthogonal to ζ.

This notion was introduced by Takahashi T. [13] for Sasakian manifolds.

Definition 2. An N  (fc) -contact metric manifold M  is said to be φ-symmetric if

<p2((V wR)(X ,y)Z ) - 0  

for all arbitrary vector fields X, У, Z, W.

Definition 3. An N  (fc) -contact metric manifold M  is said to be locally τ-φ -symmetric i f

<p2((V WT)(X ,y)Z ) = 0  

for all vector fields X, У, Z, W, which are orthogonal to ζ.

Definition 4. An N  (fc) -contact metric manifold M  is said to be φ-recurrent if  and only if  there 
exists a non zero 1- form A such that

<p2((V wR)(X ,y)Z ) =  A (W )R (X ,Y )Z

for all vector fields X, Y, Z, W. Here X, У, Z, W are arbitrary vector fields which are not neces­
sarily orthogonal to ζ.

If the 1-form A  vanishes identically, then the manifold is said to be a locally φ-symmetric 
manifold.

Definition 5. An N(k)-contact metric manifold M  is said to be τ -φ-recurrent if  and only if  
there exists a non zero 1-form A such that

<p2( (V WT )(X ,y )Z ) =  A (W )r (X ,y )Z ,

for all vector fields X, У, Z, W. Here X, У, Z, W are arbitrary vector fields which are not neces­
sarily orthogonal to ξ.



The τ -curvature tensor [7] is given by

τ (Χ , Υ) Ζ =  a0R(X, Y )Z  +  axS(Y, Z )X  +  a2S(X, Z )Y  +  a3S(X, Y )Z  +  a4g(Y, Z )Q X
(У)

+  a5g (X ,Z )Q Y  +  a6g(X, Y )Q Z  +  a7\g(Y, Z ) X  -  g (X ,Z)Y],

where ao,. . . ,  a7 are some smooth functions on M. For different values of uq, . . . ,  a7 the τ- curva­
ture tensor reduces to the curvature tensor R, quasi-conformal curvature tensor, conformal cur­
vature tensor, conharmonic curvature tensor, concircular curvature tensor, pseudo-projective 
curvature tensor, projective curvature tensor, M-projective curvature tensor, W;-curvature ten­
sors (z =  0 ,..., 9), W*-curvature tensors ( j  =  0,1).

2 τ-φ -RECURRENT N(k )-CONTACT METRIC MANIFOLD

In this section, we define τ-φ-recurrent IV(fc)-contact metric manifold by

<p2( (V WT )(X ,Y )Z ) =  A (W )r (X ,Y )Z

for all vector fields X, Y, Z, W. By virtue of (1), we have

— (V w t )(X ,Y )Z  +  t/ ((V w t)(X , Y )Z )£  =  Α ( ]Ν ) τ {Χ ,Υ )Ζ .  (10)

By taking an innerproduct with U, then we get

- g ( ( V WT ) (X t Y )Z ,U )  + V( ( V WT ) (X ,Y )Z ) g t f ,U )  =  A (W )g (T (X ,Y )Z ,U ) .  (11)

Let {ej : і =  1,2,... ,2η +  1} be an orthonormal basis of the tangent space at any point of the 
manifold. Putting X =  Li =  e; in (11) and taking summation over і, 1 <  і <  2n +  1, by virtue 
of (11), we obtain

-  [я0 +  (2n +  l)fli +  i?2 +  « 3] (V wS )(Y ,Z ) -  [я4 +  2na7] (\/wr )g (Y ,Z )

-  a5g ( (W wQ)Y, Z )  -  a6g ( (W wQ)Z, Y) +  *,»/((’V WR ) ( ζ , Y )Z ) +  аг (V WS )(Y, Z )

+  « 2(V WS )(? ,Z )^ (Y ) + fl3(V w S )(Y ,O v (Z ) + «4 ^ (V ,Z )i/ ((V w Q )e) (12)

+  a5V(Z ) t i ( ( V wQ)Y )  +  a6V(Y )V( ( V wQ )Z )  +  a7( V wr ) [g (Y ,Z )  -  η(Υ)η(Ζ)\

=  A (W )  [[до 4- (2я +  1)йі +  й2 +  йз +  й5 +  Дб] S(Y, Z ) +  [й4 +  2пй7]г^(У, Z)].

Putting Z =  £ in (12) and simplifying, we get

-  [fl0 +  2nfl1+ f l2 +  fl3] (V wS)(Y ,^ ) -  [я4 +  2nfl7] (V wr)?7(Y )

- e 6g ((V wQ)£,Y) + *3(V»vS)(Y/£) (13)
=  A(W)^(Y)[[ao +  (2я +  1)яі +  яг +  яз ~Ь я5 +  яб]2пк +  [я4 +  2па7]г\.

We know that

(V WS)(Y ,£ ) =  V WS(Y,C) -  S (V WY,£) -  S(Y, Vw£). (14)

By using (3), (5) in (14), we have

(V WS)(Y ,£ ) =  S(Y,<pW) +  S(Y,<phW)-2nkg(Y,<pW)-2nkg(Y,<phW). (15)

Substituting (15) in (13), we obtain

— [яо +  2пяі +  Яг +  ae]{S(Y, <pW) +  S(Y, cphW) — 2nkg(Y, φ]Ν) — 2nkg(Y, φ/zW)}

-  [я4 +  2ηα7\(\/π τ)η (Υ )  (16)

=  [до +  (2 η +  1)яі +  яг +  яз +  Я5 +  cib}2nkA(YJ^(Y) +  [я4 +  2 ηα7]νΑ( ]Ν)η(Υ) .

Replacing Y by cpY in (16), we have

-  [я0 +  2пяі + я2 +  fl6]{S(<pY, φΥί) +  S(cpY, (phW)
— 2nk[g(cpY, φ]Ν) +g(q>Y,(ph\V)]} =0. ^

If [яо +  2пяі +  яг +  я6] ф 0, then by virtue of (1) and (8) in (17), we obtain 

SIX, W) =  [2nk - 2 ( n - l ) ( k -  l)]g (V , W) +  2 (n - 1  ) ( k -  1 )l/(Y)4 (W)

+  [2nk +  2(n -  l ) ( k - l ) j g ( Y , h W )  -  [2nk +  2(n -  l ) ( k  -  l ) ] t/(Y)4 (hW). 

Replacing in place W as hW in (18), we get

g{Y,hW) = n ( k - l ) g ( Y , W )  -η(1ί-\)η(Υ)η(]Ν).  (19)

By substituting (19) in (18), we get

S(Y, W) =  [2 nk +  2 (n -  l f { k  -  1) +  2 n2k(k -  l)]g(Y, W)
+ [—2 (n — 1 )2(k — 1) — 2 n2k(k — 1 )]η(Υ)η{]Ν).

Hence we state the following

Theorem 1. A τ-φ-recurrent N (k)-contact metric manifold is an η-Einstein manifold with
— [яо +  2па\ +  Я2 +  я6] ф 0.

Now from (10), we have

(V wt)(X , Y)Z =  7 ((V wr)(X , Υ)Ζ)ξ -  A(W)t (X,Y)Z, (20)
from (20) and the second Bianchi identity, we get

(V wr)(X , Y)Z +  (V xt)(Y , W)Z +  (VyT )(W ,X)Z

=  jy((VwT)(X,Y)Z)^ +  7((VxT)(Y,W )Z)^ +  i/((VYT)(W ,X)Z)e (21)
-  (A (W )t(X , Y)Z +  A (X )t(Y , W)Z +  A(Y)t (W, X)Z}.

From (21), we get

A(W)j/(t(X, Υ)Ζ) +  Α(Χ)η(τ(Υ, W)Z) +  A(Y)i/(r(W, X)Z) =  0. (22)
By using (9) in (22), we obtain 

A(W){a0k[g(Y,Z)V( X ) - g ( X , Z ) V(Y)] + a lV(X)[2(n -  1 ){g(Y,Z) + g(hY ,Z )}
+ [2(1 - n ) +  2η$η(Υ)η(Ζ)} +  α2η(Υ) [2(η -  l)g(X, Ζ) + 2(η -  l)g(ftX, Ζ)
+  [2(1 -  η) +  2n/c]7(X)^(Z)] + α3η(Ζ) [2(η -  % (Χ , Υ) +  2(η -  l)g(fcX, Υ)
+  [2(1 — η) +  2η^η(Χ)η(Υ)] +2nka4g(Y,Ζ)η(Χ) +2nka5g{X ,Z^(Y)
+  2nka6g(X,Y)V( Z ) + a 7[g(Y,Z)V(X) -  g (X,Z)V(Y)}} +  A(X){a0k[g(W,Z^(Y)
-  g(Y, Ζ)η{]Ν)} +  αχη(Υ) [2{n -  1 )g(W, Z) +  2(n -  1 )g(hW, Z)
+  [2(1 - n ) +  2nfc]»/(W)j/(Z)] +  fl2̂ (W) [2(n -  l)g(Y, Z) +  2(n -  1 )g(hY, Z)
+  [2(1 -  n) +  2n*fo(Y)j7(Z)] + α3η(Ζ) [2(я -  l)g(Y, W) +  2(n -  l)g(/iY, W) (23)
+ [2(1 - n )  +2wJt]j/(Y)»/(W)] +2nka4g(W ,Z^(Y)  + 2  nka5g(Y,Z)y(W)
+ 2 nka6g(Y,W)V(Z) + a 7[g(W,Z)V(Y) -  g(Y,Z)V(W)}} +  A(Y){a0k[g(X, Z)V(W)
-  g(W, Ζ)η(Χ)] +  alV(W) [2(n -  1 )g(X, Z) +  2(n -  1 )g(hX, Z)
+  [2(1 -  n) +  2nk]n(Χ)η(Z)\ +  α2η{Χ) [2(и -  l)g(W, Z) +  2(n -  1 )g(hW, Z)
+  [2(1 -  я) +2n% (W )^(Z )] + α 3η{Ζ)[2{η -  l ) g ( W ,X ) + 2 { n  -  1 )g(hW,X)
+  [ 2 ( l - n ) + 2 n k ^ ( W ) V(X)} + 2  nka4g(X ,Z ^ (W ) + 2  nka5g(W,Z)tj(X)
+  2nka6g(W,X)t}(Z) + a 7[g(X,Z)?j(W) -  g(W,Ζ)η(Χ)}} =  0.



Putting Y =  Z — Єі in (23), we get

A(W )j/(X )[(2n -  1 ) (aQk +  ra7) +  2nax[2{n -  1) +  fc] +  [2nk +  2{n -  1 )\a2

+  2яfc[я3 +  (2 я +  1)я4 +  2a$ +  я ]̂] +  A (X )j/ (W )[— (2n — l)(flofc +  ra7)

+  ci\ [2 (я — 1) +  fc] +  2n«2[fc +  2(n — 1)] +  2nfc[«3 +  2a4 +  (2я +  1)я5 +  Яб]]

+  [βι +  я2 +  яз][2(1 -  я) +  2nfc]A(^)i/(X)iy(W) +  2(я -  1)яіA(hX)j/(W)

4- 2(и -  1)я2А (Ш )77(Х ) +  [2(я -  1)я3 +  2я/ся6]A (£ )g (W , X)

+  2 (я -1 )я 3Л (£ )£ (Ш /Х) = 0 .

Putting X =  ζ  in (24) and simplifying, we obtain

A(W) [ (2n  -  1) (fl0fc 4* РЯ7) +2пді[2(и — 1) +fc] + a 2[2nfc +  2(n -  1)]

+  2nfc[fl3 +  (2n +  1)я4 +  2я5 +  я6]] +  A (f ) j/ ( lV )[- (2n -  l) ( f l0fc +  ra7)
V )

+  яг[2(я -  l)(2n  -  1) +  4nfc] +  4nfc[ai +  я3 +  я4 4- a6\ +  2nk(2n +  l)fls]

+  2 ( n - l ) a 2A(hW)  = 0.

Replacing W by hW in (25), we obtain

A(hW)  =  2(n ~  l)^ 2(fc — 1 ) [A (W ) _  a (£ )^ (W )], (26)
L·

where

L =  (2 я — l)(flofc +  ГЯ7) +  2пяі[2(п — 1) +  fc] +  яг[2я/с +  2(n — 1)]

-|- 2nfc[fl3 -)- (2я -(- 1)я4 -4- 2Я5 -(- flg].

Substituting (26) in (25), we get

A(W) =  ~ [̂ ~ E1A@ 7(W ), (27)

where

M  =  — (2n -  1) (fl0fc "Ь i”fl7) + я 2[2(п -  1)(2и -  1) +4nfc]

2nk[2ai -)- 2я3 -f- 2д4 -(- (2я -4- l)fls -Ь 2я ]̂,

Ε =  4(η — 1)2Й2(fc ~  1)·

Here Α ( ζ )  =  g(C,p), ρ being the vector field associated to the 1-form A, that is, g (X ,p )  — 
A(X ) .  Hence we state the following

Theorem 2. In а τ -φ-recurrent N  (k)-contact metric manifold the characteristic vector field ζ  
and the vector field p associated to the 1-form A are codirectional and the 1-form A is given in 
(27).

3 T-<p-SYMMETRIC N (k ) -CONTACT METRIC MANIFOLD

In this section we define τ-φ-symmetric N(fc)-contact metric manifold by

<p2( (V wr ) (X ,Y )Z )= 0  

for all vector fields X, Y, Z, W, which are orthogonal to ζ. By using (6), (7) in (9), we get

τ(Χ, Y)Z =  a0R(X, Y)Z +  ax[2(я -  l)g(Y, Z)X +  [2(1 -  n) + 2nfc]i/(Y)j/(Z)X 
+  2(n -  1 )g(hY, Z)X] +  я2[2(я -  l)g(X , Z)Y +  2(n -  1 )g(hX, Z)Y 
+ [2(1 -  n) +2nk\V(X)V(Z)Y] +  я3[2(я -  l)g (X ,Y )Z  +  2(я -  1 )g{hX,Y)Z  
+  [2(1 -  я) +  2η^η{Χ)η(Υ)Ζ] +  atg(Y, Z)[2(n -  1)X +  2(n -  1 )hX (28)
+  [2(1 -  n) +  2·ηΚ\η(Χ)ζ\ +  я5#(Х, Z)[2(n -  1)Y +  2(n -  1 )hY 
+  [2(1 -  n) +  2ηΚ\η(Υ)ξ\ +  a6g(X, Y)[2(n -  1 )Z +  2(n -  l)/zZ 
+  [2(1 -  n) +2nfc]>;(Z)£] +  e7r[g(Y,Z)X -g (X ,Z )Y ].

Differentiating (28) with respect to W, we obtain

(V wr )(X , Y )Z  -  e0(V wR )(X ,Y )Z + a i[ [2 ( l  -  я) +  2nfc]{^(Y, V wi)»7 (Z )X  

+  g (Z ,  V W£ M Y )X } +  2(n -  l)g((V tv/i)Y , Z )X ] +  я2[2(п -  l ) g ( (V wft)X, Ζ )Y 

+  [2(1 -  n )+ 2 n k ] {g {X , 'S 7 ^ )V( Z ) Y + g ( Z , V wf t V(X )Y } ]

+  a3[2 (n -  1 )g ((V w * )X , Y) +  [2(1 -  я) +  2nfc]{g(X, Vw £)7 (V ) + ^ (Y , V W£)7(X ) } ]Z  

+  fl4g(Y,Z)[2(rc - l ) ( V wfc )X +  [2(1 -  я) + 2 Wfc]{g(X/V we)C +  »7(X)VwC}]

+  Я5£(Х, Z ) [2(я -  1 )(V wft)Y +  [2(1 -  n) +  2nfc]{g(Y, ν ]̂ ζ ) ζ  +  ?/(Y)Vw£}]

+  я6̂ (Х, У)[2(я -  l ) ( V w/i)Z +  [2(1 -  я) +  2nk]{g(Z, V w£)£ +  ?/(Z)Vw£}]

+  fl7(V wr)[g (Y/Z )X - g (X ,Z )Y ] .

We assume that all vector fields X, Y, Z, W are orthogonal to ζ, then we have

(V wr )(X ,Y )Z  =  a0( V wR ) (X ,Y )Z  +  a4g(Y ,Z ) [2 (n  -  1 ){(1  -  k)g(W, φΧ)

+  ξ (ν/,ΗφΧ)}ζ +  [2(1 -  я) + 2 n k ] { - g ( X ^ W )  -  g(X,  φΚΜ)}ζ]

+  a5g (X ,Z ) [2(я — 1 ){(1  — k)g(W, φΥ) +  g (W ,ΗφΥ)}ζ +  [2(1 -  я) +  2яfc]{-g(Y , <pW) 

-g (Y ,q>hW )}$  + a 6g ( X , Y ) [ 2 ( n - l ) { ( l - k ) g ( W , t p Z )  + 8 (νν,ΗφΖ)}ξ 

+  [2(1 — я) +  2nk]{—g(Z,  <pW) - ^ (Z , # W )K ]  + fl7(V w r )^ (Y /Z )X - g (X /Z)Y].

Applying φ2 on both sides of the above equation, we have

<p2( (V wr )(X ,Y )Z ) = flo<p2( (V VvR )(X /Y ) Z ) + fl7(V wr)[^(Y,Z)<p2X - ^ (X , Z ) (p2Y].

Hence we state the following

Theorem 3. Let M  be an N  (fc)·-contact metric manifold. I f  any two o f the following statements 
holds, then the remaining statement holds

1) M  is locally τ -φ-symmetric,

2) M  is locally φ-symmetric,

3) either a7 — 0 or r is constant.

4 G lo b a l l y  t - ^ - s y m m e tr ic  N (fc)-C 0NTAC T m e t r ic  m a n i f o ld

In this section, we define globally τ-φ-symmetric N(fc)-contact metric manifold by

<p2( (V WT )(X ,Y )Z ) = 0  (30)



for all vector fields X, Y, Z, W, which are arbitrary vector fields. By (1) and (30), we obtain

- ( ( V wt )(X ,  Y )Z ) + j/ ( (V wt ) ( Χ , Υ ) Ζ ) ξ  =  0. (31)

By taking an innerproduct with U  in (31), we have

- g ( ( ( V wr ) ( X , Y ) Z ) , U )  + q ( ( V WT ) (X ,Y )Z )g (C ,U )  =  0. (32)
Let { Єі : і =  1,2,..., 2n +  1} be an orthonormal basis of the tangent space at any point of the 
manifold. Putting X =  U — eu in (32) and taking summation over і, 1 <  і <  2n +  1, we get

- g m vlT)(ei,Y )Z ) , e i) +  V( ( V „ T ) ( e l, ' i ) Z ) g t t , e i ) =  0. (33)

By using (29) in (33) and simplifying, we get 

- f l0(V wS )(Y ,Z ) -  (2nax +  a2 +  a5)[2(n -  1 ){(1  -  k)g(W, φΥ )η (Ζ )  +  g (W ,ΗφΥ)η(Ζ)

+  η (Υ ^ (Κ φ ]Ν  +  <phW), Z ) }  +  [2(1 -  n) +  2nk]{-g( (pW, Υ )η (Ζ )  -  g(Y, φ ΙΜ )η (Ζ )

-  v(Y)g(<pW,Z) -  v{Y)g{<phW,Z)}} -  (я3 +  a6)[2(n -  1 ) {- (1  -  k)g(cpW,Z)V(Y)

-  g(cphW, Ζ )η (Υ )  +  V(Z)g(h((pW +  <phW), Y ) }  +  [2(1 -  n) +  2nk\{-g(<pW, Ζ )η (Υ )  

- g { Z , y h W ^ ( Y ) - V( Z ) g ( q > W , Y ) - V( Z ) g ( (ph]NrY)}} - 2 na7(Wwr )g (Y ,Z )

+  aov ( (VwR ) t f , Y ) Z ) + a 2[ [ 2 ( l - n )  +  2nk}{-g (cpW,Z)V( Y ) - g ( (phW,Z)V(Y ) }  (34)

+  2(n -  1 )g(h((pW +  cphW), Ζ ) η (Υ )] +  α3[2(η -  1 )g(h(cpW +  cphW), Υ )η (Ζ )

+  [2(1 — n) +  2nfc]{—g(<pW, Υ )η (Ζ )  -  g ( (phW ,Y^ (Z ) } ]

+  α5η(Ζ) [2 (η  — 1 ){(1  -k )g (W , (pY )  +g (W ,h (pY )}  +  [2(1 — n) +  2nk\{—g(cpW,Y)

-  g{Y,(phW) } ]  + α βη (Υ ) [ [2(1 -  n) +  2nk]{ -g ( (pW,Z )  - g (Z , ( p h W ) }

+  2(n -  1 ){(1  -k )g (W ,cpZ )  +g(W,hcpZ)} ]  +  (V wr)a7[£ (Y ,Z ) -  jy(Y)7(Z)] =  0.

Putting Ζ  =  ξ and using the condition

(V WS)(Y ,£ ) =  S(Y,cpW)+S(Y,q>hW) -2nkg(Y,(pW) - 2nkg(Y,<phW), 

in (34) we obtain

- a 0S(Y, W) +  [[2nk -  2(n -  1) (k -  1)]я0 +  [2nax + a 2 +  a6\ [2(1 -  n) +  2nfc]

+  2(n -  1) (1 -  fc) [2пяі +  a2] ]g(Y, W) +  [2(n -  1) (fc -  1) [я0 +  2m?i +  a2\

-  [2ияі +  a2 +  я6] [2(1 -  n) +  2nfc]]?/(Y)?/(W) +  [[2nfc +  2(n -  1)]я0 (35)

+  [2пяі +  «2 +  Яб] [2(1 -  η) +  2nfc] +  2(η -  1 )[2пяг +  a2] ]g{Y, hW )

-  2(n -  l ) fl6[(fc -  1)[^(Y, W) -  J7(Y)i/(W)] -g (/ iW ,Y )] -  0.

Replacing W by hW in (35), we obtain

g(Y,hW)  -  | te (Y ,W ) -  J/(Y)7(W)], (36)

where, E — [[2nk — 2(n — 1)]яо +  [2няі +  яг +  Яб] [2(1 —п) +  2пк\ +  2(п — 1)(яо +  2па\ +  а2 +  
Яб) ] (fc — 1) and F =  [[2пк — 2(п — 1)]яо — 2{п — l)(fc — 1)(яо +  2пяі +  Я2 +  я^) +  \2па\ +  Я2 +  
Яб][2(1 — п) +  2пк]]. By substituting (36) in (35), we obtain

S(Y ,W ) =  ccg(Y, W) +βη{Υ )η (νν ) ,  

where a =  [g  +  Ц ]  and β =  [|  -  g ] ,
N  =  [[2nfc -  2(n -  1) (fc -  1)]я0 +  [2пяг +  я2 +  я6] [2(1 -  η) +  2пк\ +  2(η -  1) (1 -  fc) [2паг +  я2]], 
L =  [[2пк +  2(п — 1)]яо +  [2пя̂  -І- Я2 +  (їв] [2(1 — п) +  2?ifc] -І- 2{п — 1) [2пя\ +  Я2 +  я̂ ]]/
Р =  [2(n -  l)(fc -  1)(я0 +  2пяі + я 2) -  [2пяі + я 2 +  Яб][2(1 -  n) +2nfc]].

Theorem 4. A  globally τ -φ-symmetric N  (fc) -contact metric manifold is an η -Einstein manifold 
with uq Φ 0.
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TEST AND  GENERALIZED FUNCTIONS OF LEVY WHITE NOISE ANALYSIS

The operators of stochastic differentiation, which are closely related with the extended Skorohod 
stochastic integral and with the Hida stochastic derivative, play an important role in the classical 
(Gaussian) white noise analysis. In particular, these operators can be used in order to study pro­
perties of the extended stochastic integral and of solutions of stochastic equations with Wick-type 
nonlinearities.

In this paper we introduce and study bounded and unbounded operators of stochastic differen­
tiation in the Levy white noise analysis. More exactly, we consider these operators on spaces from 
parametrized regular rigging of the space of square integrable with respect to the measure of a Levy 
white noise functions, using the Lytvynov's generalization of the chaotic representation property.
This gives a possibility to extend to the L6vy white noise analysis and to deepen the corresponding 
results of the classical white noise analysis.
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In t r o d u c t io n

Let L =  ( L t ) t e [ 0,+oo) be a L6vy process, i.e., a random process on [0, + 00) with stationary 
independent increments and such that Lq =  0 (see, e.g., [4, 25, 26] for detailed information 
about Levy processes). In particular cases, when L is a Wiener or Poisson process, any square 
integrable random variable can be decomposed in a series of repeated stochastic integrals from 
nonrandom functions with respect to L. This property of L is called the chaotic representation 
property (CRP), see, e.g., [23] for detailed information. The CRP plays a very important role in 
the stochastic analysis (in particular, it can be used in order to construct extended stochastic 
integrals [14, 29,13], stochastic derivatives and operators of stochastic differentiation, e.g., [32,
1]), but, unfortunately, for a general Levy process this property does not hold (e.g., [31]).

There are different generalizations of the CRP for L6vy processes: one can use the Ito's 
approach [12], the Nualart-Schoutens' approach [24, 27], the Lytvynov's approach [22], the 
Oksendal's approach [6, 5] etc. The interconnection between these generalizations of the CRP 
is described in, e.g., [22, 2, 6, 30, 5, 21].

Let from now L be a L£vy process without Gaussian part and drift (it is comparatively sim­
ply to consider such processes from technical point of view). In the paper [21] the extended
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Skorohod stochastic integral with respect to L and the corresponding Hida stochastic deriva­
tive, in terms of the Lytvynov's generalization of the CRP, on the space of square integrable 
random variables (L2) were constructed; some properties of these operators were established; 
and it was shown that the extended stochastic integrals constructed with use of the above- 
mentioned generalizations of the CRP coincide. In the papers [19, 8] the stochastic integral and 
derivative were extended to spaces of test and generalized functions from riggings of (L2), this 
gives a possibility to extend an area of their possible applications (in particular, now it is possi­
ble to define the stochastic integral and derivative as linear continuous operators). But together 
with the mentioned operators, it is natural to introduce and to study operators of stochastic dif­
ferentiation in the L6vy white noise analysis, by analogy with the Gaussian analysis [32,1], the 
Gamma-analysis [15, 16], and the Meixner analysis [17, 18]. These operators are closely re­
lated with the extended Skorohod stochastic integral with respect to a L6vy process and with 
the corresponding Hida stochastic derivative and, by analogy with the "classical case", can be 
used, in particular, in order to study properties of the extended stochastic integral and proper­
ties of solutions of normally ordered stochastic equations (stochastic equations with Wick-type 
nonlinearities in another terminology). So, the aims of the present paper are to introduce the 
operators of stochastic differentiation on spaces of the so-called regular parametrized rigging 
of (L2) (e.g., [19,8,7]) and to study some properties of these operators. In the next papers we'll 
consider elements of the so-called Wick calculus in the L6vy white noise analysis, this w ill give 
us the possibility to continue the study of properties and applications of the mentioned oper­
ators. Note that some results of the present paper were announced without detailed proofs in 
the short paper [7].

The paper is organized in the following manner. In the first section we introduce a L6vy 
process L and construct a convenient for our considerations probability triplet connected with 
L; then, following [21,19], we describe in details the Lytvynov's generalization of the CRP, the 
extended stochastic integral with respect to L, and the corresponding Hida stochastic deriva­
tive, on the spaces of the regular parametrized rigging of (L2). In the second section we deal 
with the operators of stochastic differentiation.

1 PRELIMINARIES

1.1 L6vy processes

Denote R+ :=  [0, + 00). In this paper we deal with a real-valued locally square integrable 
L6vy process L =  (Lt)teR+ (a random process on R + with stationary independent increments 
and such that Lo =  0) without Gaussian part and drift. As is well known (e.g., [6]), the charac­
teristic function of L is

E[eieLl] =  exp \t [  (еівх -  1 -  i9x)v(dx) } , (1)
L J R -I

where v is the Levy measure of L, which is a measure on (R, £>(IR)), here and below В denotes
the Borel σ-algebra, E denotes the expectation. We assume that v is a Radon measure whose
support contains an infinite number of points, v ( {0 } )  =  0, there exists ε >  0 such that

x2e£\x\v(dx) <  00,
L ·

and
x2v(dx) =  1. (2)

J R
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Let us define a measure of the white noise of L. Let V  denote the set of all real-valued 
infinite-differentiable functions on R+ with compact supports. As is well known, V  can be 
endowed by the projective limit topology generated by a family of Sobolev spaces (e.g., [3]). 
Let V '  be the set of linear continuous functionals on V.  For ω  Є V '  and φ Є V  denote ίο(φ) by 
(ω, φ); note that one can understand (·, ·) as the dual pairing generated by the scalar product 
in the space L2(R + ) of (classes of) square integrable with respect to the Lebesgue measure 
real-valued functions on IR+ . The notation (·, ·) w ill be preserved for dual pairings in tensor 
powers of spaces.

Definition 1. A  probability measure μ on ( V  ,C (V ' ) ) ,  where C denotes the cylindrical 
σ -algebra, with the Fourier transform

ί  ε1<'ω,ψ')μ (άω) =  exp f  ( e l(P(u)x — 1 — z'<p(u)x)dm/(dx) , φ Є V , (3)
J V '  l J ] r + x ] r  J

is called the measure of a Levy white noise.

The existence of μ from the Bochner-Minlos theorem (e.g., [11]) follows. Below we will 
reckon that the σ-algebra C ( V )  is complete with respect to μ, i.e., C (V ' )  contains all subsets of all 
measurable sets O such that μ{0 ) =  0.

Denote (L2) :=  L2( V  , C ( V ) ,  μ) the space of (classes of) real-valued square integrable with 
respect to μ functions on T)1; let also Ή :=  L2(R + ). Substituting in (3) φ =  tip, t Є IR, ip Є V,  
and using the Taylor decomposition by t and (2), one can show that

f  (ω ,ψ )2μ(άω) =  [  (xp(u))2du (4)
Jo1 J r+

(this statement follows also from results of [22] and [6]). Let / Є Ή and V  3 —»· / in Ή as
k —* oo. It follows from (4) that {(o , q>k)}k>i is a Cauchy sequence in (L2), therefore one can 
define (o,/ ) :=  ( I 2) — lim^oo(°/ <Pk)· It is easy to show (by the method of "mixed sequences") 
that (o, f )  does not depend on a choice of an approximating sequence for / and therefore is 
well defined in (L2).

Let us consider (o, l [0/t)) Є (L2), t Є R+ (here and below 1^ denotes the indicator of a set 
A). It follows from (1) and (3) that ((° ,  l [o , f ) ) ) f e R + can be identified with a L6vy process on the 

probability space ( V  , C ( V ) , p ) ,  i.e., one can write Lt — (°,1[од)) Є (L2).

Remark 1. Note that one can understand the L0vy white noise as a generalized random process 
(in the sense o f [9 ]) with trajectories from V : formally L't(o j) =  (ω , l[o,f))/ =  =  co(t),
where St is the Dirac delta-function concentrated at t. Therefore μ is the measure o f L' in the 
classical sense o f this notion [ 10].

1.2 Lytvynov's generalization of the CRP

Denote by <g> a symmetric tensor product and set Z +  :=  N  U {0 }. Let V  =  V ( V )  be the 
set of continuous polynomials on V , i.e., V  consists of zero and elements of the form

Nf
f (cv) =  Σ  {ω®η,/ (")), ω  Є V ', Nf  Є Z + , / (и) Є V®n, / W  ф 0,

n= 0

here Nf  is called the power of a polynomial f ;  (α;®0,/ ^ )  :=  /(°) є  V®° :=  R. Since the measure 
μ of a Levy white noise has a holomorphic at zero Laplace transform (this follows from (3)

and properties of the measure v, see also [22]), V  is a dense set in (L2) [28]. Denote by V n the 
set of continuous polynomials of power <  n, by V n the closure of V n in (L2). Let for п Є N  
P„ :=  V n Θ V n~\ (the orthogonal difference in (L2)), Po := V q. It is clear that

r, OO
(L2) =  φ  P„.

n= 0

Let /(” ) Є V®n, n Є Z+ . Denote by : (o®n, f (n) ) ; the orthogonal projection of a monomial 
(o®n,f(n)) onto pn Let us define scalar products ( · , -)ext on V®n, n Є Z +/ by setting for
/(n),g (") e V®n

,g [n)u  ■■= ~  :: ψ (άω ),

and let I · \ext be the corresponding norms, i.e., |/(”) \ext =  \ j ( f ( n\ f^ )ex t ·  Denote by Ή^χ1, 

n Є Z +, the completions of V®n with respect to the norms | · \ext■ For F ^  Є Hg”} define 

a Wick monomial: (o® n, F ^ ) : (L2) — lim ^oo: (o ®n, f ^ ) w h e r e  V®n 3 f ^  —> F ^  as
(n)k —> oo in T~Lext (well-posedness of this definition can be proved by the method of "mixed 

sequences"). Since, as is easy to see, for each n Є Z + the set {: (o®nrf ( n)) ;|f ( n) e P ® ” }  is a 

dense one in Pn,F  Є (L2) if and only if there exists a unique sequence of kernels pW  Є , 
n Є Ζ+ , such that

OO

F =  £ : < о ® " , р И ) :  (5)
n=0

and
П OO

IIf II(l2) =  If ( ^ ) I 2m ( ^ )  =  e| f| 2 =  E  n i\ F ^ \ 2ext <  oo.
JT> n=0

So, for F,G Є (L2) the scalar product has the form

П OO

(F ,G ) {l2) =  / F((v)G(cv)F (dw) =  E[FG] =  £  n \ ( F ^ , G ^ ) ext,
J'D' n=0

where f ( ” ), G ^  Є W-ixl afe the kernels from decompositions (5) for F and G respectively. In 

particular, for f ( " )  є 4 ^ ]  and G ^  Є , n, m e Z+ ,

(: (o®n, f ( ”) ) :,: (o®m, G ( " ) ) : )  (£2) =  J  f : (ω®", F ^ ) :: (o;®m, G ^ ) )  :μ(άω)

=  E [: (o®” , F W ):: (o®-, G(m) ) :] =  5n,mn\ (F^ , G ^ ) ext.

Also we note that in the space (L2) : (o®0, f ( ° ) ): =  (o®0, F^ ) =  F®  and : (o, F ^ ): =  (o, F^ ) 
[22].

In order to work with spaces Ή^}, it is necessary to know the explicit formulas for the 
scalar products ( · , -)ext. Let us write out these formulas. Denote by || · ||v the norm in the space 
L2(R, v )  of (classes of) square integrable with respect to v real-valued functions on R. Let

Pn (* ) :=  xn +  1 +  · · · +  аП/\Х, anj  Є R, / Є {1 ,. . . ,  n — 1}, n Є N , (6)

be orthogonal in L2(R, v) polynomials, i.e., for natural numbers n, m such that η Ф m,
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/R  P n ( x ) P m ( x ) v ( d x )  — 0. Then for F^n\ G^> Є Ή. ext' п Є N , we have [22]

< " ’ ·= “ > - .......... E ..............
k,lj,Sjebi: j=\,...,k, /i>/2>—>/*, 

h sl + " +,ksk=n

X / rSi+___ ŝk  ̂( ^1/ · — / « V  · · · / Wsj/ · · · , Us-y, · · · / WSj-|-----|~Ŝ / · · · / -----hSjt) (7)
ν' v- """....... v̂ ·
/і /і lk

X G ^  (m j, . . . ,  W i, . . . ,  USl, . . . ,  USl,  . . . ,  USl-1 i-sj./ · · · / wSiH hs^)^wl  - ‘ ' d l lsjH fs jf
4---- „---- ' N----- v ' N-------------v------------ /

h h h

In particular, for n =  1 (F ^ ,  G ^ ) ^  =  \\pi\\l(F^,G^); if n =  2 then ( F ^ , G ^ ) ext =  

IIPi IIt ( F (2l  G<*>) +  ^  f R+ / (2) (u, u)gW (w, u)du, etc.

It follows from (7) that Ή^Ι =  Ή =  b2(R + ): by (6) p i(x ) =  x and therefore by (2) \\pi ||t, =  

1; and for n Є N \ {1 } one can identify Ή®η with the proper subspace of that consists of 
"vanishing on diagonals" elements (i.e., F ^  (u\,.. . ,  un) =  0 if there exist k,j Є {1 , . . . ,  n} such 

that k φ j  but uk =  U j ) .  In this sense the space 7 ί^ ] is an extension ο/Ή®η (this explains why we 

use the subscript ext in the designations ( · , -)ext and | · \ext).

1.3 A  regular rigging of (L2)

Denote Vw ■■= {/  =  LnL0 - ( ° m J {n)) - J {n) Є V®n,N f  Є Z + j  C  (L2). Accept on default 
β Є [0,1], q Є Z  in the case β Є (0,1] and q Є Z + if β =  0. Define scalar products ( · , -)q̂  on 
Vw by setting for

/ = Ε : ( » " Λ : , ί = Σ : ( » * Λ : ^ »
и=0 и=0

min (Nf,Ng)

■■= Σ т '+̂ іґ-п)̂ п)и.
n= 0

Let У · be the corresponding norms, i.e., \\/\\η,β =

Definition 2. We define parametrized Kondratiev-type spaces o f test functions (L2) q as com­

pletions o fVw with respect to the norms || · \\q̂ ; and set (L2)P :=  pr lim(?_>+00(L2)^ (the pro­
jective lim it o f spaces).

As is easy to see, F Є (L2)^ if and only if F can be presented in form (5) with F ^  Є and

OO

«F ill, ·= =  E ( " !)1+f!2,”|f(”)lL  < ~· (8)
n= 0

oo
For F,G Є (L2)^ the scalar product has a form (F,G)^l2^ =  Σ  (n\)1+^2^n(F^n\ G ^ ) ext, where

>ч n=o
/(»)F ( " ) ,G W e ^ 3  are the kernels from decompositions (5) for F and G correspondingly. Further, 

F Є (L2)^ if and only if F can be presented in form (5) and norm (8) is finite for each q Є Z+.

Proposition 1 ([19]). For any /5 Є (0,1] and q Є Ζ  (ϊη the same way as for [3 =  0 and any 

<7 Є Z +)  the space (L2)q is densely and continuously embedded into (L2).

In view of this proposition, one can consider a chain

(L2) - f  D (L2):J  3  (L2) D (L2)? d  ( L y ,  (9)

where (L2) Zq, (L2)~p =  ind !im,; _ OO (L2)_q (the inductive limit of spaces) are the spaces dual 

of (L2)q, [L2)P correspondingly with respect to (L2).

Definition 3. The spaces (L2)!^ , (L2) -  ̂ are called parametrized Kondratiev-type spaces o f 
regular generalized functions.

The next statement from the definition of the spaces (L2)Zq and the general duality theory 
follows.

Proposition 2. 1) Any regular generalized function F Є (L2)_^ can be presented as formal 

series (5) (with coefficients F ^  Є Ή^})  that converges in a 2) :p - e . ,

00
■= ||F||2 =  (10)

(L ] -<\ n= 0

and, vice versa, any formal series (5) with finite norm  (10) is a regular generalized function 
from  (L2) i j ;

2) forF, G Є ( L2 )J q the scalar product has a form

OO

(F ,G )(l2):  ̂ =  £ ( n ! ) H 2 ^ ( F W , G W U

where F(n\ G(”) Є are the kernels from decompositions (5) for F and G respectively;
3) the dual pairing between F Є (L2)Z q and f  Є (L2)^ that is generated by the scalar 

product in (L2), has a form
OO

«F -/ ))(e> =  £  n!(FW ,/ W )~ i, (И )
n= 0

where FW ,/ («) є  п {е"} are the kernels from decompositions (5) for F and f  respectively;
4) F Є (L2) ”  ̂i f  and only ifF  can be presented in form  (5) and norm  (10) is finite for some 

q Є Z-f.

Remark 2. We use the term "regidar generalized functions" for elements o f (L2)!^  and o f 
(L2)~£ because the kernels from decompositions (5) o f these elements and the kernels from  
decompositions (5) o f test functions belong to the same spaces.

In what follows, it will be convenient to denote the spaces (L2)^, (L2) =  (L2)[j, (L2)!^  from

chain (9) by (L2)^, β Є [—1,1], q Є Z  (we accept this on default). The norms in these spaces 
are given, obviously, by formula (8).

1.4 Stochastic integrals and derivatives

Let F Є (L2)q <S> Ή. It follows from representation (5) for elements of (L2)q that F can be 
presented in the form

OO

H - )  =  Σ  : (°®я/ F-(n}) F-(n) є 7 *2  (8) Ή. (12)
n=0



Let us describe the construction of an extended stochastic integral that is based on this de-
(tl)composition and correlated with the structure of the spaces H ext (a detailed presentation is 

given in [21,19]; in the case when L is a process of Meixner type (e.g., [22]), such an integral is 
constructed and studied in [20]).

Let F ^  Є ® Ή, n Є N . We select a representative (a function) Є f ! '1'1 such that

/W  (ui, . . . , u n) — 0 if for some k Є {1 ,.. . ,  n} u — щ. (13)

Accept on default t\,t2 Є [0,+oo], ίχ <  t2. Let be the symmetrization of a function

/ .^ l[tl t2)( ·)  by n +  1 variables. Define F ”̂^  Є Ή ^ +1  ̂ as the equivalence class in Ή ^ ί+1') 

generated by j f f i j  Є F ^ y ) .

:(и) т/(«) -гу ™ с їм oiomonf г(") с -гЛи+1) ;cLemma 1 ([19, 21]). For each F. J Є T-Lext ® T i ,n  Є N , the element F ^ 1̂  Є 4 yext is well de­
n i » )

[M z )
fined (in particular, F ^  . does not depend on a choice o f a r e p r e s e n t a t i v e Є F:”-* satisfying
(13) )  and

Definition 4. We define the extended stochastic integral

r h
f  2 °(u )dLM : (L2)? ® U  -> (L2)J_x (15)

• 'h

by the formula

s :
F ( « ) i l „ : =  fW y ): , (16)

и=0

where F j ^  :=  F(0)l [tl/f2)(·) Є Ή =  and Є Ί~ί[ηχ^ 1), n Є N , are constructed by the

kernels F ■n'1 Є "Hg”) <8> Ή from decomposition (12) for F.

As it is shown in [19, 8], this integral is a linear continuous operator. Moreover, if F is 
integrable by It6 (i.e., F Є (L2) 0  Ή and is adapted with respect to the flow of σ-algebras 
generated by the Levy process L) then F is integrable in the extended sense and f ^2 F(u)dLu =

f }*F (u )dLu Є (L2), where F(u)dLu is the Ito stochastic integral [21] (this explains why the

integral Jjf2 o(u)dLu is called the extended one).
Sometimes it can be convenient to define the extended stochastic integral by formula (16) 

as a linear operator

rt2o(u)dLu : ( L 2) ! j ® H - + ( L 2fr  (17)
hL

If β =  —1 then this operator is continuous [19], for β Є ( —1,1] this is not the case. But if we 
accept the set

о oo , . ч
F e ( L 2i ® 4 · .  / F(u)dLu =  ^ ( ( n  +  l ) ! ) 1+^ ”+1)|F^ |L < o o }

J t i  q,p „ _ n  J

2

^  n= 0

as the domain of integral (17) then the last will be a closed operator [19, 8]. Also we note 
that the extended stochastic integral can be defined by formula (16) as a linear continuous 

operator acting from (L2)P <g> Ή :=  pr l im ^ +00(L2)q <g> Ή to (L2)^, or from (L2) -  ̂ :=

ind lim<?_>+00(L2)_g ® Ή to (L2)~^, here /5 Є [0,1].

At last, we recall briefly the notion of a Hida stochastic derivative in the L6vy white noise 
analysis in terms of the Lytvynov's CRP ([21,19, 8]).

Definition 5. We define a Hida stochastic derivative 1[M2) ( · ) 3· : (L2) i? q (L 2) J q ® H a s a  

linear continuous operator adjoint to extended stochastic integral (15), i.e., for all F Є (L2)^ ® 

Ή and G Є (L2) 1f i/

here ((·, ·))(ί.2)0% denotes the dual pairing generated by the scalar product in (L2) <g) Ή.

If instead of integral (15) one uses integral (17), the corresponding Hida stochastic deriva­
tive w ill be a linear unbounded (except the case β =  —1), but closed operator acting from 
(L2)_J to (L2)_^ <g) Ή [8]. It is clear also that the Hida stochastic derivative can be defined as 

a linear continuous operator acting from (L2)P to (L2)^ ® Ή (β Є [—1,1]) that is adjoint to the 
corresponding extended stochastic integral.

In order to write out an explicit formula for the Hida stochastic derivative in terms of de­

compositions by the Wick monomials, we need some preparation. Let G ^  Є Ή^χ1, n Є N , 
Є G(n) be a representative of G^n\ We consider g ^  (·), i.e., separate one argument of g(n\ 

and define (·) Є Ή χ̂1 ^ ® Ή as the equivalence class in HgX̂  <g> Ті generated by g ^ ( - )  
(i.e., £(«)(■) Є G H (.)).

Lemma 2 ([21]). For each G Є Ή ^ ,  n Є N , the element G ^ (- )  Є ^ Θ Ή is well 
defined (in particular, G ^  (·) does not depend on a choice o f a representative g ^  Є )  and

^  |G(n)U  d » )

(tl)Note that, in spite of estimate (18), the space Ήεχ[, n Є N \ {1 }, can not be considered 

as a subspace of ^  because different elements of HgX] can coincide as elements of

The next statement easily follows from results of [21,19, 8].

Proposition 3. For a test or square integrable or generalized function G o f form  (5)
OO OO

n= 1 n= 0

Finally, we note that the extended stochastic integral and the Hida stochastic derivative are 
mutually adjoint operators [21,19, 8].

2 O p e r a t o r s  o f  s t o c h a s t ic  d if f e r e n t ia t io n

2.1 The case of bounded operators

In order to define operators of stochastic differentiation on spaces (L2)q, we need some 
preparation. Let n,m Є Z+ . Consider a function H  : R ”+m —> R. Denote

H(u\,. . ., Un", Un+ \ ,. · ■ /U n+m )

_  (  H(u\,. . . ,  un+m)i if for a lii Є { 1 Є {n +  l , . . . , n  +  m} щ φ  uj,

[θ , in other cases.



Let Є T-Lgx], G(m) Є W-e™t ■ We select representatives (functions) / (” ) Є р(п), g<-m'1 Є G(m ̂

from the equivalence classes F^n\ G^m\ and set f ( n)g(m) :=  /(") ■ g^m\ Let f ( n)g(m) be the 

symmetrization of / (n)g (m) by all variables, o G*™) Є be the equivalence class in

7 that is generated by /(n)g (m) (i.e., / (” )g (m) Є pM  o G ^ ) .  The next statement in a sense 
is a generalization of Lemma 1.

Lemma 3. The element o Є is well defined (in particular, p(") o G ^  does not
depend on a choice o f representatives from  p(") and G ^ )  and

\ F ^ o G ^ \ ext< \ F ^ \ ext\G^\ext. (19)

Remark 3. N ot strictly speaking, pM  o G ^  is the symmetrization o f a function

(  (u i, . . . ,  un) G ^  (un+i , U n + m ) ,  i f  Vi є {1 Є {n +  l , . . . , n  +  m}uj Ф ujr

І 0, in other cases

by all arguments.

Proof. For n =  0 or m — 0 the statement of the lemma is, obviously, true. Let n,m Є N ,
/(” ) Є F (n\ g (m̂ Є G^m\ It is clear that

f ( n)g(m) (u\r. . ., Mn+m) — / , \ i E  (20)
Kn +  m) ‘ n€Sn+m

where Sn+m is a family of all permutations of numbers 1 , . . . , η  +  m. Without loss of generality
we can think that /(” ), g ^  are symmetric functions and m >  n. For each collection of argu­
ments M^m,. . . , Μπ(„) we consider all summands from sum (20) with such a collection (it is 
clear that there are m\ such summands). Taking into consideration the symmetric property of 
g(m\ one can conclude that all these summands are equal inter se, therefore one can replace the 
mentioned summands by a representative multiplied by m\. After it one can use by analogy 
the symmetric property of /(”) and rewrite equality (20) in the form

/ W ^ ) ( Ul, . . . ,u „+m)

Д  E  /(" V m)K ...uPr>uq  .uqn- r> (21)
v  * / * l<pi,.--,pn<n,n+l<q-\,...,qm<n+m,0<r<n

U Pr+1' - ‘ - '  U Pn' U q „ - r+\' ’ · · > U 4m)

I<pi,---,pn<n,n+l<qi,.../qm<n+m/0<r<ti
P\<-'<Pr,pr+i<'’‘<Pti,qi<'’'<qn—r'cln—r+l<'’’<ilTn

(here for r =  n the argument in the right hand side of (21) is (щ , .. .  ,un; un+\,... ,  un+m)', for 
r =  0 this argument is (uqi, . . . ,  uqn; Mi,. . . ,  un, uq„+l, ■■·, uqm))· To put it in another way, the

arguments of /M g (m) in sum (21) are U j,  j  Є {1 , . . . ,  n +  m}, where the indexes of n first and 
m last arguments (before and after ';') are (independently) ordered in ascending. (Note that 
we selected arrangement in ascending when we used the symmetric property of /M  and g ^  
because this is convenient for a consequent calculation.)

Let us estimate |/(")g(m)\ext. Substituting (21) in the expression for | · \ext (see (7)) we obtain

2si /11«. II \ 2%

X

I/«”¥ ”» IL =  Σ  ’ · · · № )
W./S:€N:;=l,..vM1>/2> - >/t, I ' · ' ’ \ *1· / V lk- J

/jŝH h lfcSfc=n+m

[  S.+...+S. |/(n)g (m) (Ml/ · · · / Ml, . . . , MSl +  .. •+sj., · · · / MsiH— H k)\2d u i . . .  duŝ -\— \-Sk
JlR,1 * ------- v-------  ' --------------------v-------------------- '

h lk

(n +  m)\ ( \\ριλ\\ν\ 2$λ f\\Pik\\v\2sk (  n\m\ \ 2 (n +  m)\

- > i k,
/jSjH---\-lksk=n+m

<  Y  . . . . .
S i ! . . . s fc! V h'· J  \ k'· J  \{n + m )lj n\m\

x [  S.+...+S. \ f W g W  (M l, . . . , M l, . . . , MS l+ . ••+S|t/ · · · / Mgj-f---- l-Sj) I d ll\  . . . du.g -̂\---- -f-
K ----- v-----  4---------------v---------------'

h h

у  n\ml / Hp/JvX251 Л ІР/JIv4 2$k

W;vSy€N:/=l,..vW1>/2> ->/|t, S1‘ "  * \ 1̂· / V /fc!

(22)

JtSJ+- -+SJ; Msi + ··-t-Sfc/· · •/Ws1 + ---+s/t)|2̂ Mi . . . duSl + ...+S|t +

h lk
'P  n. 12 ^  U .I2(here we used the inequality | ^ [=1 я;|2 <  pE f=i Ія/| ап^ the fact that the sum in the right 

hand side of (21) contains summands). We say that a collection of equal inter se ar­
guments (e.g., (mi, . . ., Mi)) is called a procession. It follows from the ordering in ascending of

h
indexes in (21) and in the statement for | · \ext (see (22)) that in summands in interior sums [· · · ] 
from (22) processions can "tear" only so that different parts of a "torn" procession will be for 
different parties from processions being for one side from do not switch places; and ele­

ments in processions do not switch places. Further, it follows from a construction of /(n)g (m) 
that summands in interior sums [■ · · ] from (22), in which a procession is divided by are 
equal to zero. Another summands (if there exist for a collection k, lj, sj) disintegrate on groups 
of equal inter se integrals. These groups arise by means of transpositions of processions with 
equal quantity of members, which are placed before and after It is clear that if there are 
s' processions of length I before and s" processions of length I after then by means of 

mutual transpositions of these processions one can obtain ^ ,-7/·,- ’· equal inter se summands. 
So, nonzero summands in the last sum from (22) are "connected" with the expressions

Zisi +  · · · +  ZfcSjt — n +  m (23)

that can be presented in the form

4* · · · +  k̂’ k̂’ =  ft* Zi “b ’ ■ * 4" =
k', k", l[ , . . . , Ιμ, s i,. . . ,  Sj./, I" , . . . ,  lμι, Sj, . . . ,  ŝ ii є N , (24)

/ ; > · ·■ >  i'k„ / ? > · · · >

(the first sum in (24) corresponds to first n arguments of f ^ g ^ m\ the second one corresponds
to last m arguments). Now for each Sy from (23) either there exists s- =  Sj (/' =  lj) or there exists



s'! =  Sj (I"  =  lj) or there exist s· and s" such that s' +  s" =  Sj (l[ — /" =  /у). Inequalities for 
l[, Iй in (24) follow from inequalities h >  · · ■ >  h  and ordering of indexes in (21) (more long 
processions have smaller indexes of arguments).

We will replace each group of equal inter se summands in the last expression from (22) by 
a representative multiplied by a quantity of summands in the group. Now, taking into account 
that ws'+s" =  ws'ws" , one can rewrite the last expression from (22) in the form

n\m\
Шш, J qt I nf !ς/'ί ς// f

..Ή ..W l ..і 'У І..S1- · * · 8v bi · · · · bk"·
/j >■■■>/',, ί" >···>ί'';/,

ιΆ + ·+ ιΆ '= η' № · · · + » = *

И п і И * 1 Л І/ ^ І ІЛ 25" /IIPi^llvN2̂
X

(25)
i'i  / " ' I  v i / l /"i / " ’ l /"i /lv  J \ lk>- J V 1 * / V *"■ /

x [  s/+...w/+s'/+...+s» |/(»)^("») ( tf l,...,M V ... ,  Ms/+ ...+s/, . . . ,  ws' +...+S',;
J R +  r , 4-----------------------------------'

'ί-

Ци+1/ · · · / цп+1/ · · · / wn+Sj'H---hs"„' ■ ■ · '  wn+s'j'H hs"„) I
v-------------------------------------------------- /

'l /"V '

x dwi... diigi|_|— fs^du„+i ... dM„+s"_|—

Since the Lebesgue measure is a non-atomic one, we can replace /(”)g (m) in this expression by 
/(”)g (m), therefore (25) is equal to |/(n) |2xf |g(m) |2*t, whence

(26)

It follows from this inequality that f ( n)g (m) generates an element F ^  o G1̂  of and
estimate (19) is fulfilled.

Let /І”·* Є F(") and Є G ^  be another representatives of F(") and G^m̂ , F ^  o G ^  

be the corresponding element of Ή Using obvious properties of the operation o and 
estimate (26) we obtain

|f (») o G1” ) -  f["> o g · " 1 |„, =  l / W ? )  -  / [" 'i i '”11«,

<  i

=  -  Λ » .  +  l(/ ("> - Л (” ) )И ” ) и<

<  l/(" ) l « . l « (” ) + 1/'"1 =  0-

therefore Ft”) o  G^m̂ does not depend on a choice of representatives from F ^  and G^m\ □

Let F(m) Є T i ^ r /(” ) Є m >  n. We define a "product" (F^m\ f ^ ) ext Є 4 ^ t ^  by 

setting for each є

( (f H /(n) W (m_n)W  =  (F (m),g (m-" ) o / W ) „ f. (27)

Since (see (19))

|(F<"),g<“ - ”>« / ( “) ) „ , I <  I F W U I * * " - ”' » / * ”) ! ^  <  |F(” ) |e«|g(n_" , |„i|/(”)

this definition is correct and

|(F<” >,/<">)„,|«< <  |F(” >U If (K)U  (28)

Definition 6. Letn є  N , € Ή ^ ·  We define an operator o f stochastic differentiation

(D "o ) (/ ( ”> ) : ( L 2) ^ ( L 2) ^ ,  (29)

by setting

00 ml
(D ” F )(/ M ) :=  £  7- ^ - r-  :<o® «-,(F<">,

m=n \ /·

“  fm +  nV (30)

m=0 m!

where Є are the kernels from decomposition (5) for F. Also we denote D :=  D1. 

Since (see (8), (28))
OO / I \ I o

||(D»F)(/W)||2_1/(!=  £ ( ml)bW>2( ^ ( H + ! i )  |(F<"+»),/<“> )„ « lL
m=0

=  2_1?” £  ((m +  „)!)i+^2 i(m+") [2- m ( ^ ± _ ^ ) 1_/51 |(F(«+" )//(',) ) „ t|2rt (31)
m=0 L

OO

< 2 - ’ "|/(”> | L c E ( (m +  » ) ! ) ,+^ K ” +»)|F(” +” )| L < 2 -4 ” |/(">|L,c||F|| ,̂
m=0

1-̂ 1
where c =  maxmez + 2 m ')  > this definition is correct and operator (29) is a lin­

ear continuous one. Moreover, for each F Є (L2)q one can understand (D "F )(o ) as a linear

continuous operator acting from to (L2)^_1.

Remark 4. As is easily seen, for each /(” ) Є n Є N , (D rto ) (/(” )) can be defined by
formula (30) as a /inear continuous operator on (L2)^, β є [—1,1]. In the case β — 1 formula 
(30) defines a linear continuous operator (D no) (/(” )) on (L2) 1, q Є Z , ihis can be proved by 
analogy with calculation (31).

Let us consider main properties of the operators D".

Theorem 1. Fork\,.. .,km Є N , / '̂̂  Є 4 ^ } ,  j  Є {1 , . . . ,m},

2) For each F є  (L2)q the kernels f irtl Є W^,1, η € N , from decomposition (5) can be
presented in the form

F(") =  ^rE (D ”F), 
n!

i.e., for each /(") Є (F^n\ f ^ ) ext =  ^ E ( ( D nF ) ( f ^ ) ) ,  here Eo :=  ((ο,1))^2) is a general­
ized expectation.

3) The adjoint to D” operator has the form
OO

(D nG )(/(” ))*  =  £  :(om+ " ,G W o / W ):e  (L2)lJ , (32)
m=o

where G Є (L2) 1_f(?, /(") Є G(m) Є Ή .^  are the kernels from decomposition (5) for G.



Proof. 1) The proof consists in the application of the mathematical induction method.

2) Using (30) and (11), for each /(” ) Є we obtain

E ((D ” F)(/<“>)) =  < ((D »F )(/ M ), l» , t!) =  n!(F<»>, /<”>)„,.

3) Let F Є (L2 )q, Є « 2 ,  G Є ( І 2)Г -,· Using (30), (5), (11) and (27), we obtain

« (D ” F )(/< "»),G »(t!) =  « £
m =0 fc=0

OO 00

=  £  (m + n)!((F(ra+"),/W )raf/G(ffl))wi =  £  (m +  n)\(F^m+n\ G ^  o f W ) ext
m—0 m= 0

oo oo

=  « Е  > ® ‘ <F(t>}:, E  : (o ® "+ " ,G (" 'o / W ): ) ) (l2) =  «F , (D » G ) ( / « ) * » (t !),
fc=0 m=0

whence the result follows. □

Now we consider in more detail the case n =  1. Denote 3. :=  l[o/+oo)( )^· (see Subsec­
tion 1.4).

Theorem 2. 1) For all G Є ( І 2) :Д  and f ^  Є =  Ή

(D G )(/ ^ )*  =  [  G - f W (u )d L u Є (L2)lJ . (33)
«/ IR-j-

2) For all F Є (L2)J and/W Є

(DF) ( / « )  =  ^  auF · / ^ (и )* /  Є (L2)J_j, (34)

3) Lef F Є (L2)q ® H. Then for all t\, t2 Є [0, +oo], t\ <  t2/ and fW  Є Ή̂ χ1 =  Ή

(D  f 1 F(u)dLu) ( f ( V )  =  J ‘\ D F (u ) ) ( f W )d L u +  J ' *  F (u ) fW (u )du  Є (L2)J_V (35)

here the integral in the right hand side is a Pettis one ( the weak integral).

)β ><\

rh F(u)dLu) ( f W )  =  f \ D F ( u ) ) ( f ^ ) d L u +  Ґ
f t\ J  t\ J  t\

here the last integral is a Pettis one.

Proof 1) The result follows from representation (32) with n =  1: it is necessary to compare 
the construction of kernels of the extended stochastic integral (see Subsection 1.4) with the 
construction of a product o.

2) Taking into account (33) and the definition of 3. (see Subsection 1.4), for all G Є (L2) ^  
we obtain

« (D F )(/ < « ) ,G » (l2) =  ((F, j  G - f W (u )d L u))m
J IR+

= «3 J ,G 0 / (1>(-)))(I.2)e„ =  «/R iuF ■ f m (u ) iu ,G ) )m ,

whence the result follows.
3) Using (16) and (30), we obtain

where Є are the kernels from decomposition (16) (which is decomposition (5) for

the extended stochastic integral Ĵ 2 F[u)dLu), these kernels are constructed by F .^  Є <8> 
Ή from decomposition (12) for F. On the other hand, by (30), (16) and (12)

f t j  00 / “T 

/ (D F(u )K/ « ) & „  =  E m :<°®”  (F '/ (1)W | i„ « > :'
Jtl m=1

[ h F ( u ) ^ ( u ) d u = t  Sh F ^ f » ( u ) d u ) · . ,
J t \ m—0 J t l

where the integrals J 2̂ F ^ f ^ \ u ) d u  Є are Pettis ones. Therefore, in order to prove 
equality (35) it is sufficient to show that for each m Є Z +

(tn +  l ) ( F l " l y f m U  =  т (Г (ш),/<«)„,[,„Ц +  P  Fim>f m (u)du
Jt\

in Ή .^ . In turn, in order to prove this equality, it is sufficient to show that for each g ^  Є Ή .^

(т +  Ш Р І І Ї 2у / {1) и * {т)и

=  m((F^m\ f W ) ext[tbt2y g ^ ) ext+  ( f  V ί m)/ (1) ( н ) ^ S (m)) eχt·
./fi

Using (27), the equality =  Jt\2(F {um) ,h (m+V (u ) )extdu, Є Ή ^ +1),

/i(w+1) (·) Є Ή . ^  0  Ή (see Lemma 2), which is proved in [21], the symmetry of g(m\ and the 
non-atomicity of the Lebesgue measure, we obtain

(m +  lX t ^ W , ,  / < »)«„ , £<">)„, =  (-n +  l X F ^ g W o / * 1» ) » ,

=  (m +  1) / 2 (F im>, (g (m> ° / т ) ( и ) ) ех̂ и  =  j  1 (Fu",,g ,m>(-1, · -  ■ ,-т )/ (1)(“ )

+  ^(m) ( .2/. . .  /M)_ f ( l ) ( .1) +  . . . + g (m )(M/. . .  /.ш_ 1)/ (1 )(.т ) ) ^ И (38)

=  ( Ґ  Fim)f m ( u ) d u , g ^ ) al

+  /  2 (■F im\ g (m4-2/ · · · , m)/(1) ( · ι )  +  · · · +  g W  ( и , · · · ,  -m - l)/ (1) (-m ))e;cfdu.
J t i

On the other hand, by analogy with (38) we obtain

m ((F(”T / m ) „ ,M 2),£(-»>)„, =  ш / '! ((F<” >,/ ( ' ) ) „ , ,X(” )(u ))„,rfu
Jt\

— m f  (F(im), (g (m)(u ) )o / (1) ) exidM =  f 2 (F im\g (m) ( -2, · · · /М)/(1) (-і) ^
Jt\ J  t\

+  g (m) (-3, · · · , « /  - l )/ (1) (-2) +  · · · +  g M  ( « , · ■ · ,  -m - l)/ (1) ( · m ) ) extdu.

Substituting (39) into (38), we obtain (37).

Now it remains to prove that (D F(u)dLu) ( f  W ) Є (L2)^_1 if F Є (L2)^ ® Ή (it follows 
directly from the definitions of the extended stochastic integral and of the operators of stochas­

tic differentiation that (D F[u)dLu) ( f  W ) Є (L2)^_2, but this statement can be amplified).



In fact, by (36), (8), (28) and (14)

rh ~ 2

q - W  m= 0

r h  2 00 / \
(.d J  F (U)dl„)(/W )|| _ =  £  +  l )2|(ff”j 2),/{l))„ ,|L

m=0

<  l/( l , lL c  £ ν ) ,+^ Ι ^ > Ι ^ №  -  l/(1) lLc||F|lJt!); ew <  « ,

where c =  maxmez;+ [2 m(ra +  l ) 2]. □

Remark 5. Taking into account equality (34), one can write formally d.o =  (Do )  (δ.), where δ. is 
the Dirac delta-function concentrated at ·. in order to give a nonformal sense to this equality 
one can consider a stochastic differentiation on so-called spaces o f nonregular generalized 
functions, it will be done in another paper.

As is easily seen, the results of Theorems 1, 2 hold true (up to obvious modifications) if we 
consider the operators of stochastic differentiation on the spaces (L2)^, β Є [—1,1].

Remark 6. As is known ( [  17,18]), in the Meixner white noise analysis the operator o f stochastic 
differentiation D is a differentiation with respect to a Wick product. In the L4vy white noise 
analysis this result holds true, the detailed presentation will be given in another paper.

2.2 The case of unbounded operators

Sometimes it can be useful to consider (D "o )(/ W ), /(") є Hg”}, n Є N , as an operator 

acting in (L2)q (we remind that, for example, (L2)q =  (L2)). If β =  1 then this operator can be 
defined by formula (30) as a linear continuous one (see Remark 4), but for β Є [—1/1) this is 
not the case. Let us accept a corresponding definition.

Definition 7. Letn Є N ,/ (") Є · We define an operator

(D ” o)(/<”>) : (L2)J -4 (L2)J (40)

with the domain

dom ((D "o ) ( / « ) )  =  {F  є  (L2)5 : ||(D"F)(/<”>)||2„
(41)

=  £  (m!)1+/i21” ( ^ ± ^ ) 2|(F(” +"),/<”> )„ ,|L <  “ }
m=0

(here F(m) Є are the kernels from decomposition (5) for F) by formula (30).

Proposition 4. Operator (40) with domain (41) is a closed one.

Proof. Let us show that there exists a second adjoint to (D "o )(/ (" )) operator (D ”o ) ( f ( n) )** =  
( D " o ) ( / ( n) )  (it is well known that an adjoint operator is a closed one). Since, obviously, the 

domain of operator (40) is a dense set in (L2)^, the adjoint operator (D "o ) ( f ( n) )*  : (L2) _ q —>· 

(L 2) l J  is well defined. By definition, G Є dom ((D "o) ( / ( " ) ) * )  if and only if

(L2)5 D d om ((D ” o )(/ M )) 3 F H  « (D ” F ) (/ M ),C » (lI)

is a linear continuous functional. By properties of Hilbert equipments the last is possible if 

and only if there exists iC Є (L2)!^  such that (((D nF ) (/ (")), G ))(L2) =  ((F, K))(L2y But by the 
calculation in the proof of statement 3) in Theorem 1 K  has form (32), therefore

dom ((D"o)(/<">)*) =  {G  Є (L2):J  : ||(D»G)(/<">)*||2
OO

=  E ( (m  +  n )!)1-02-*(m+”>|G(m) o fW \ 2ext <  o o },
m=0

this set is a dense one in (L2)Zq, hence (D "o ) ( f  (”))** : (L2)^ -> (L2)^ is well defined. Now it 
remains to show that

dom ((D no )(/W )** ) = d o m ((D "o )(/ W )).  (42)

By analogy with the consideration above, F Є dom ((D ”o )(/ (” ) )**) if and only if 

(L2):J  D dom ((D "o )(/W )* ) «F , (D ” G )(/ M )* » , t2)

is a linear continuous functional. The last is possible if and only if there exists H  Є (L2)q such 
that ((F, (D ” G )(/ (” ) )* ) ) ( l2) =  ((H, G))(L2). It is clear that H has form (30), therefore equality
(42) follows from (41). □

Remark 7. Let

A„ :=  {F  Є (L2)J : £  ( т ! )1 + ^ ”  ( i ^ ± ^ ) V (” +n)l L  <  <*>}. »  € N ,
m=0

here F(m) є 7 ^ 5  are the kernels from decomposition (5) for F. For each /(") Є we define 

an operator (D ” o )(/ (")) : (L2)q —> (L2)^ with the domain A„ by formula (30). It follows 
from Proposition 4 that this operatoris closable (its closure is equal to (D no) (/(” ) ) j. Moreover,

for each F Є A n the operator (D nF ) (ο) : —» (L2)^ is a linear bounded (and, therefore,
continuous) one: by (30), (8) and (28)

II(D "F )(/<">)II2 f  =  Σ  2«” ( i i L ± i i ) l ) 2j(F (»+-> ,/W )„ 1|^
m=0

<  I/(">IL  E ( ' " !)1+',2’ ” ( ^ ± ^ ) 2|F(" +" ) lL .
m=0

It is clear that the results of Theorems 1, 2 hold true (up to obvious modifications) for 
operators (40).
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Дирів M.M., Качановський M.O. Про оператори стохастичного диференціювання на просторах 
регулярних основних та узагальнених функцій аналізу білого шуму Леві // Карпатські матем. публ.
— 2014. —  Т.6, №2. —  С. 212-229.

Оператори стохастичного диференціювання, які є тісно пов'язаними із розширеним стоха- 
стичним інтегралом Скорохода та зі стохастичного похідною Хіди, грають важливу роль у кла­
сичному (гауссівському) аналізі білого шуму. Зокрема, ці оператори можна використовувати 
для вивчення властивостей розширеного стохастичного інтеграла та розв'язків стохастичних 
рівнянь з нелінійностями віківського типу.

Y цій статті ми вводимо та вивчаємо обмежені і необмежені оператори стохастичного ди­
ференціювання у аналізі білого шуму Леві. Точніше, ми розглядаємо ці оператори на просто­
рах параметризованого регулярного оснащення простору квадратично інтегровних за мірою 
білого шуму Леві функцій, використовуючи литвинівське узагальнення властивості хаотично­
го розкладу. Це дає можливість розширити на аналіз білого шуму Леві та поглибити відповід­
ні результати класичного аналізу білого шуму.

Ключові слова і фрази: оператор стохастичного диференціювання, стохастична похідна, 
розширений стохастичний інтеграл, процес Леві.

Льірив М.Н., Качановский Н.А. Об операторах стохастического дифференцирования на простран­
ствах регулярних основних и обобщенньїх функций анализа белого іиума Леви // Карпатские ма­
тем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. — С. 212-229.

Оператори стохастического дифференцирования, тесно связанньїе с расширенньїм сто- 
хастическим интегралом Скорохода и со стохастической производной Хидьі, играют важную 
роль в классическом (гауссовском) анализе белого шума. В частности, зти оператори мож­
но использовать для изучения свойств расширенного стохастического интеграла и решений 
стохастических уравнений с нелинейностями виковского типа.

В зтой статье ми вводим и изучаем ограниченньїе и неограниченньїе оператори стохасти­
ческого дифференцирования в анализе белого шума Леви. Точнее, ми рассматриваем зти опе­
ратори на пространствах параметризованного регулярного оснащення пространства квадра­
тично интегрируемих по мере белого шума Леви функций, используя литвиновское обобще- 
ние свойства хаотического разложения. Зто дает возможность расширить на анализ белого 
шума Леви и углубить соответствующие результати классического анализа белого шума.

Ключевьіе слова и фразьі: оператор стохастического дифференцирования, стохастическая 
производная, расширенньїй стохастический интеграл, процесе Леви.
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ON INVERSE TOPOLOGY PROBLEM FOR LAPLACE OPERATORS ON GRAPHS

Laplacian operators on finite compact metric graphs are considered under the assumption that 
matching conditions at graph vertices are of δ type. Under one additional assumption, the inverse 
topology problem is treated. Using the apparatus of boundary triples, we generalize and extend 
existing results on necessary conditions of isospectrality of two Laplacians defined on different 
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I n t r o d u c t io n

In the present paper we focus our attention on the so-called quantum graph, i.e., a metric 
graph Γ with an associated second-order differential operator acting in Hilbert space L2(T) 
of square summable functions with an additional assumption that functions belonging to the 
domain of the operator are coupled by certain matching conditions at graph vertices. Recently 
these operators have attracted a considerable interest of both physicists and mathematicians 
due to a number of important physical applications. Extensive literature on the subject is 
surveyed in, e.g., [4,19].

The present paper is devoted to the study of the following inverse spectral problem for 
Laplace and Schrodinger operators on finite compact metric graphs: given spectral data (i.e., 
the spectrum of the operator), edge potentials and matching conditions, to reconstruct the 
underlying metric graph.

There exists an extensive literature devoted to the named problem. To name just a few, we 
would like to mention pioneering works [13,16,24] and later contributions [14,20,21]. Different 
approaches to the same problem were developed, e.g., in [2,3,23].

In our papers [6-9] we suggested an approach to inverse spectral problems on graphs based 
on the theory of boundary triples, leading to the asymptotic analysis of Weyl-Titchmarsh M- 
function of the graph. In the cited papers this argument was successfully applied to the study 
of a different (although related) inverse spectral problem on graphs. This approach will be 
also used throughout the present paper.

Here we consider the case of a general connected compact finite metric graph under the 
only additional assumption that (cf. [1]) it does not contain: (i) loops; (ii) cycles with all edges hav­
ing pairwise rationally dependent edge lengths. This restriction is equivalent to the fact that the

УДК 517.28
2010 Mathematics Subject Classification: Primary 47A10; Secondary 34A55, 81Q35.
The third authors' work was partially supported by the RFBR, grant no. 12-01-00215-a.

©  Ershova Yu.Yu., Karpenko Ι.Ι., Kiselev A.V., 2014

minimal operator naturally associated with the graph is simple, i.e., has no reducing self-adjoint 
"parts". We also assume that each graph vertex is allowed to have matching of δ type only (see 
Section 1 for definitions). The named class proves to be physically viable [10,11].

The general case of arbitrary graphs with vertices of both δ and S' types will be treated in a 
separate publication.

1 P r e l im in a r ie s

1.1 Definition of the Laplace operator on a quantum graph

We call Γ =  Γ (Er, cr) a finite compact metric graph, if it is a collection of a finite non-empty 
set Er of compact intervals ej =  [ x y - i , * 2j], j  =  1,2,.. .,n, called edges, and of a partition σ  
of the set of endpoints {x/t}2" i into N  classes, V r =  Um=i ^m· The equivalence classes Vm, 
m =  1 ,2,..., N  w ill be called vertices and the number of elements belonging to the set Vm w ill 
be called the valence (or, alternatively, degree) of the vertex Vm (denoted deg Vm =  7m).

Whenever we need to consider a different graph Γ of the same class alongside the graph Γ, 
we will use the same notation for all objects pertaining to it, having decorated each symbol (n, 
N, 7m, etc.) with a tilde.

With a finite compact metric graph Γ we associate Hilbert spaces Іг (Г ) =  0 ”=1 L 2(e j ) and 

w f ( r )  =  © jL iW f (ej ) . These spaces obviously do not feel the graph connectivity, being the 
same for each graph with the same number of edges of same lengths.

For a smooth enough function / Є Іг (Г ), we will use throughout the following definition 
of the normal derivative on a finite compact metric graph

-j s, f f ( x j )>  if Xj is the left endpoint of the edge,
7 \ —f ( x j ) ,  if Xj is the right endpoint of the edge.

If / Є Ф”=1 w 2(e;·) and ccm is a complex number (referred to below as a coupling constant), 
the condition of continuity of the function / through the vertex Vm (i.e., f ( x j )  =  f (xk )  if 
Xj, Є Vm) together with the condition

У~1 dnf ( x j )  =  ocmf ( V m)
Xj є  vm

is called ί -type matching at the vertex Vm.
Note that the <5-type matching condition in a particular case when ocm =  0 reduces to the 

so-called standard, or Kirchhoff, matching condition at the vertex Vm.
The graph Laplacian on a graph Г with <S-type matching conditions is the operator of 

negative second derivative in the Hilbert space Іг (Г ) on the domain of functions belonging 
to the Sobolev space 0 "=1 W2 (ej) and satisfying <5-type matching conditions at every vertex 
Vm, m =  1,2,..., N. The corresponding Schrodinger operator on the same graph is defined 
likewise on the same domain in the case of summable edge potentials.

Provided that all coupling constants ctm, m =  1 ... N, are real, it is easy to ascertain that the 
operator A% is a proper self-adjoint extension of a closed symmetric operator A mjn in Hilbert 
space Ьг(Г) [10,15].

Clearly, the self-adjoint operator thus defined on a finite compact metric graph has purely 
discrete spectrum that accumulates to + 00.

Note that w.l.o.g. each edge ej of the graph Г can be considered to be an interval [0, /,], 
where lj =  *2j — Xij—i, j  — L  · · · / n is the length of the corresponding edge. Throughout the 
present paper we will therefore only consider this situation.
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1.2 Boundary triples and the Weyl-Titchmarsh matrix M-function

The analysis presented in the present paper is essentially based on the theory of bound­
ary triples [5,12,17,18] applied to the class of operators introduced above. Two fundamental 
concepts of this theory are those of a boundary triple and of the Titchmarsh-Weyl generalized 
matrix-function. Assume that A min is a symmetric densely defined operator in Hilbert space
H, and that its deficiency indices are equal. Put A max :=  A ^ in.

The property of the Weyl-Titchmarsh M-function that makes it the tool of choice for the 
analysis of isospectral Laplacians on graphs can be formulated in the following way: provided 
that A b is an almost solvable extension of a simple1 symmetric operator A min parameterized by 
a (self-adjoint) matrix В, Л0 Є p (A B) if and only if (B -  M (A ) ) -1 admits analytic continuation 
into the point λο·

In [8], we have obtained the following

Proposition 1 ([8]). LetT be a finite compact metric graph having no loops and with coupling 
o f δ type at all vertices. There exists a closed densely defined symmetric operator A min and a 
boundary triple such that the operator A j is an almost solvable extension o f A min, for which 
the parameterizing matrix В is nothing but d iag {a i, . .. ,Οί^}, whereas the generalized Weyl- 
Titchmarsh M-function is a N  x N  matrix with matrix elements given by the following formula

- H L e teEk^ot}ilt, j  =  k,

mjk W  =  Ц Leteckj іЩ Ц' І Ї  k' Vi is adiacen t to Vk,
0, j  φ k, Vj is a vertex not adjacent to Vk.

Here μ — VX  (the branch such that Im μ >  0), It is the length ofet, Ek is the set of  graph edges 
incident to the vertex Vk/ Ckj  is the set o f graph edges connecting vertices Vk and Vj.

The result of [1] further implies that under the additional assumption formulated in Intro­
duction the minimal operator A mi„ is simple. This means that each eigenvalue of A j is a pole 
of the meromorphic matrix-function (В — M (A ) ) -1 for В — d ia g {« i , . . . ,  ajv} with multiplicity 
equal to the multiplicity of the eigenvalue.

In essence, we will build our analysis upon the foundation provided by Proposition 1 and 
the latter remark.

2 ISOSPECTRALITY OF GRAPH LAPLACIANS

In the present Section, we formulate the main results of the paper. We start with the fol­
lowing

Theorem 1. Let Г and Г be two finite compact metric graphs subject to the assumption o f 
Introduction with all vertices o f δ type. Let A 2, A* be two graph Laplacians on Γ and f ,  
parameterized by coupling constants {сск} and {йк}, respectively. I f  (point) spectra o f the 
operators A% and A= coincide counting multiplicities, then (i) total lengths o f Γ and Γ are 

equal, Σ ί U =  E і h; 00 Euler characteristics1 o fT  and Г are equal, %r =  X t' (Ш) the set equality 
Σ =  Σ holds, where Σ : =  {σ\,. . . ,  crm }  is the set of  non-zero elements o f the list {a,· / 7; }  ■11 and 
Σ is defined analogously for the graph Γ.

1 I.e., there exists no reducing subspace Ho such that the restriction A mjn|Ho is a selfadjoint operator in H0.

2 Recall that the Euler characteristic of a graph is the difference between the number of vertices and the number
of edges.

Remark 1. The implication (i) also follows from the Weyl-type asymptotics o f (discrete) spectra 
which evidently holds for both Laplacians.

The implication (ii) is a generalization o f [21,23] where this result was proved in the case o f 
Kirchhoff matching conditions at all vertices to the general case o f arbitrary δ coupling.

Note finally that the set equality o f (iii) is only meaningful i f  at least some coupling con­
stants o f A^ are non-zero (and hence the same number o f coupling constants pertaining to Ag 
is non-zero). Therefore, the case o f Kirchhoff matching turns out to be the most complicated 
as (iii) then yields no information.

Proof. Let П (Л ) =  П еЄЕг  ̂and let Π (λ ) be defined analogously for the graph Г . Then the 

functions П(А) det(B — M (A )) and Π (λ ) det(B — M (A )), where M  and M  are Weyl-Titchmarsh 
matrices of Proposition 1 pertaining to Г and Г, respectively, are entire functions of exponential 
type of order not greater than 1/2 (see [22, Chapter I]). Moreover, zeroes of these two func­
tions are located precisely at the eigenvalues of the operators Αδ, A=, respectively (counting 
multiplicities). This follows from [5,12] using: (i) the fact that an M-matrix of Proposition 1 is 
a matrix-valued R-function with almost everywhere Hermitian boundary values on IR; (ii) the 
fact that the poles of an M-matrix of Proposition 1 are located at the eigenvalues of the Dirich­
let decoupling of the graph Γ, counting multiplicities; (iii) the fact that within conditions of the 
Theorem, both A mш and A min are simple.

Then the condition of isospectrality implies that the fraction *s 1̂ 2] again
an entire function of exponential type of order not greater than 1/2. Applying the Hadamard 
theorem, one easily obtains

П (Л ) det(B — Μ (λ ))
r t (A )d e t(S - if (A )) eXpW (1)

for some finite constant a.
Consider asymptotic expansions of the functions det(B — M (A )) and det(B — M (A )) as 

A —>■ — oo along the real line. Using the asymptotic expansion for M (A ) following easily from 
Proposition 1 one has

N N
det(B -  M (A )) =  Π (α ;  +  7 ίτ ) +  ο ( τ ~Μ); det(B -  Μ (λ )) =  ]~ [(аг +  у ,·τ) +  ο ( τ ~ Μ)

1=1 і=1

for any natural M  >  0, where r  =  —iy/λ —> +oo. Using asymptotic expansions for Π (λ ) and 
Π (λ ) and (1), one immediately ascertains (i) and then (ii), which leads to

2яП ІІ і (? + 7 / )+ о (т "м)
exp a, (2)

τ

wherefrom exp я =  (2" 7,)/ (2n 7;). One then divides both sides of (2) by exp a.
Taking the logarithm of the result, one arrives at

£ > ( l  +  i i i )  -  £ > ( l  +  І І І )  +  ο ( τ - Μ) =  0. 
H  v 7i Т/ t i  \ 7 iT Ji=l ' ^ τ/ ІҐ1 4 Ті

The Taylor expansion of logarithms yields that for any natural M



Comparing coefficients at equal powers of τ  now yields

f  ( - « , r  f  H i g
L j  ~,m i—t
i'=l i i i= l ' i

for any natural m. Using the argument of [8, Lemma 5.1] now completes the proof. □

Remark 2. Theorem 1 admits an extension to the case o f graph Schrodinger operators. Indeed, 
assertions (i) and (ii) will be valid for a pair o f Schrodinger operators on Г and Г, respectively, 
i f  one requires that (a) all edge potentials have zero means, f g qe(x)dx — 0 for any edge e, and 
(b) both minimal operators A min, A mjn are simple. The proof follows the same argument as 
above, see [7] for necessary details.

Our next result shows that even in the seemingly more complicated case of Kirchhoff 
matching one can in fact go one step further. The corresponding argument pertaining to the 
general situation of δ type matching as well as a detailed analysis of Schrodinger case to which 
the argument is also applicable will be scrutinized elsewhere. We have

Theorem 2. Let Γ and Γ be two finite compact metric graphs subject to the assumption o f 
Introduction with all vertices o f δ type. Let Aq, Ag be two graph Laplacians on Γ and Γ both 
with Kirchhoff matching conditions at all vertices. I f  (point) spectra o f the operators and 
Лд coincide counting multiplicities, then

Ш  E  » m  =  ~ M  E  М П
1 ii=l 2 ТЄТ  Пі=і f  тєТ

where T  and T  are the sets o f spanning trees for Г and Г, respectively; the weight o f the tree 
w(T) is the product o f inverse lengths over all edges forming the subgraph T, го(Т) =  Пгєг jk

Proof. Proceeding exactly as in the proof of Theorem 1 one gets the following identity

n (A )d e t (-M (A ))  =  2 "П І1іТ, 
n (A )d e t (—M (A )) 2n n ĵ 1

The asymptotic expansion of the latter as Λ -4 0 proves to suffice our needs. Indeed, both M (A ) 
and M (A ) tend to negative weighted discrete Laplacians of Γ and Γ, respectively (see [6] and 
Proposition 1), where the weight associated with any edge e is nothing but its inverse length. 
Therefore, both M-matrices have exactly one eigenvalue, say, \i\(A) (fii (A), resp.) zeroing out 
at A =  0 (due to connectedness of both graphs, see [25]). Moreover, both μ\ and μ\ are analytic 
R-functions owing to the analytic properties of M  and M  and thus have simple zeroes at the 
named point. In fact, one can ascertain that μ[ (0) =  l j/N  and the same holds true for μ[ (0).

Indeed, the kernel of M (0) is generated by the vector 1 ξ  (1 ,1 ,..., 1)t . An analytic expan­
sion of the equality M  (A) (1 +  A/ι +  0 (A 2)) =  A(^'1(0) +  0 (A ))(1  +  λ/ι +  0 (A 2)) then yields, 
considering linear in A terms only

M il  +  Mo/i = р і ( 0)ї ,  

where M (A ) =  Mo +  AMi +  0 (A 2). The solvability condition of the latter is nothing but

(μ[ (0)1 — M il, 1) =  0,

from where the claim follows by the property (M il, 1) =  Σ ί  k, which in turn follows trivially 
from Proposition 1 by Taylor series expansion.

Using Theorem 1 yet again, one reduces (3) to

ΓΤ” 1 · N ΓΓ” / · ^
П  Hk(0) =  2 * - ^ %  П  M O ) ,

N  П І=1 7і fc=2 N  Πί=ι 7і к=2

where ^г(О),.. . ,  jU/v(0) and /5г(0) , . ..  , μ ^ (0) are non-zero (positive) eigenvalues of weighted 
discrete Laplacians, associated with Γ and Γ, respectively. Using the generalized Matrix-Tree 
Theorem [25], one finally has

T j U M O )  =  Σ  w(T ); І П ^ ( ° )  =  Σ  Ш(Т)·
к= 2 ТєТ к=2 Te t

Using the assertion (ii) of Theorem 1, one now easily completes the proof. □

Example 1. Assume that Г is a tree with Kirchhoff matching at all vertices. The assumption 
o f Introduction is surely met. Then Theorem 1 (ii) yields that T has to be a tree as well pro­
vided that the condition o f isospectrality is satisfied, in line with results o f [21,23]. Theorem 2, 
however, leads to the following new strong additional condition, necessary for iospectrality

N ry. Я л .

Щ = Ц тι= 1  ι= 1
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Єршова Ю.Ю., Карпенко 1.1., Кисельов O.B. Про обернену задачу відновлення топології для опера­
торів Лапласа на графах // Карпатські матем. публ. — 2014. —  Т.6, №2. —  С. 230-236.

Розглядаються оператори Лапласа на скінченних компактних метричних графах у при­
пущенні, що умови зв'язку в вершинах графа мають <5-тип. При ще одному додатковому 
припущенні вивчається задача відновлення топології графа. З використанням апарата теорії 
граничних трійок узагальнені та доповнені результати, що вже існують, про необхідні умо­
ви ізоспектральності двох операторів Лапласа, котрі задані на різноманітних графах. Також 
наведений один окремий результат для оператора Шредінгера.

Ключові слова і фрази: квантові графи, оператор Шредінгера, оператор Лапласа, обернена 
спектральна задача, граничні трійки, ізоспектральні графи.

Ершова Ю.Ю., Карпенко И.И., Киселев А.В. О б обратной задане восстановления топологии для 
операторов Лапласа на графах // Карпатские матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. — С. 230-236.

Рассматриваются оператори Лапласа на конечних компактних метрических графах в 
предположении, что условия связи в вершинах графа имеют δ-тші. При одном дополнитель- 
ном предположении изучается задача восстановления топологии графа. С использованием 
аппарата теории граничних троек обобщеньї и дополненьї существующие результати о необ- 
ходимих условиях изоспектральности двух операторов Лапласа, заданньїх на различньїх гра­
фах. Также приведен один части й  результат для оператора Шредингера.

Ключевьіе слова и фразьі: квантовие графи, оператор Шредингера, оператор Лапласа, об- 
ратная спектральная задача, граничньїе тройки, изоспектральние графи.
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АСИМ ПТОТИЧНЕ ПОВОДЖ ЕННЯ ЛОГАРИФМ ІЧНОЇ ПОХІДНОЇ Ц ІЛИ Х

ФУНКЦІЙ НУЛЬОВОГО ПОРЯДКУ

Отримано апроксимаційну теорему для логарифмічної похідної F цілих функцій нульо­
вого порядку і за її допомогою знайдено асимптотику F зовні виняткової множини.

Ключові слова і фрази: ціла функція, логарифмічна похідна, нульовий порядок, щільність, 
асимптотика.
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Вс т у п

Нехай / —  ціла функція скінченного додатного порядку р, р(г)  —  уточнений поря­
док / (див., наприклад, [1, с. 69]). Позначимо через Н+(гр^ )  клас цілих функцій/ цілком 
регулярного зростання (ц. р. зр.). Добре відомо, що ц. р. зр. цілої функції додатного не­
цілого порядку еквівалентне існуванню кутової щільності її нулів відносно функції по­
рівняння Гр̂ г\

Будемо говорити, що множина E C С має верхню μ-щільність, 1 <  μ <  2, якщо її
можна покрити такою послідовністю кругів { ζ : |ζ  — Zj\ <  r , } ,  j  =  1,2,. . .,  Zj —ї  oo, що

D^(E): =  lim r~v Y  rf =  η, 0 <  η <  +oo.
r  r->+oo “  1

Zj\<r

Сім'ю таких множин позначимо С .̂
В [2] для / Є Н+(гр(г)) знайдено асимптотичні формули її логарифмічної похідної 

F(z) — z f ' ( z )/ f ( z ) ,  а саме

F(relcp) =  g((p)rp^  + o ( r p(r)), r -> +oo, rel(f £ E , E Є Cq, (1)

де g Є Li[0,27r]. За результатами роботи [3] бачимо, що з асимптотики (1) випливає ц. р. 
зр. цілої функції /.

Асимптотику логарифмічної похідної цілої функції нульового порядку, нулі якої ма­
ють кутову щільність відносно функції rAW, знайдено в [4]. Тут А(г) —  нульовий уточне­
ний порядок лічильної функції п(г ) — п(г, 0, 2π)  нулів /, тобто:

1) А (г) —  невід'ємна, неперервно диференційовна на [0, +оо) функція;

2) А (г) —» 0 при r —* +оо;
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3) гЛ'(г) ln r +  A(r) —> 0 при r —>· +оо;

4) γΚ*) уЛ -f оо при r —> +оо;

5) 0 <  lim n(r )/rxΜ <  +oo.
7 Г - >  +  00

В роботі буде знайдена асимптотика логарифмічної похідної для цілої функції нульо­
вого порядку, нулі якої мають кутову щільність відносно функції v(r).

1 Ф о р м у л ю в а н н я  р е зу л ь т а т ів

Нехай L —  клас додатних, неспадних, необмежених, неперервно диференційовних на 
JR+ функцій v таких, що rv' ( r )/v (r )  —t 0 при r —> -foo. Легко переконатися, що гл(г) Є 
L. Позначимо через Но(и), υ Є L, клас цілих функцій / нульового порядку, для яких 
0 <  lim n(r )/v(r )  <  +оо. Нехай п(г,ос,β) —  кількість нулів цілої функції в секторі

{z : |z| <  r, ос <  arg ζ <  β},0 <  ос <  β <  2η. Будемо говорити, що нулі функції/ Є Hq( v ) 
мають υ-щільність (кутову и-щільність), якщо існує границя

Δ: =  lim - j -τ U ( « . / » :  =  lim < & * & )  
г->+00 v(r) V r-л+со v(r)  J

для всіх осі β, що не належать деякій не більш ніж зліченній множині з [0,2π],0 <  Δ <
-l-оо. Через Нд (υ) позначимо підклас функцій / Є Ηο(υ), нулі яких мають кутову v- щіль­
ність.

Теорема 1. Нехай v Є L, /ι,/г Є Но(и), послідовності нулів (яі^), (я2,к) відповідно фун­
кцій f  і, f 2 мають υ-щільність, |я|̂ | =  \α2̂ \, \arg я ^  — arg я2д| <  δ. Тоді для будь-яких 
ε > 0 ,  ?7 > 0, 1 < / ^ < 2  існують δ >  0 і така множина Ε, Όμ(Ε) <  η, що

|Fi(z) -  F2(z)| <  £v(r), z<£E. (2)

Теорема 2. Нехай v Є L, f  Є Hq(v ). Т о д і  існує така множина Е Є Cq, 1 <  μ <  2, що

F(relip) — n(r) +  o(v (r ) ) ,  r -*  + 00, rel(p £ E. (3)

2 Д о в е д е н н я  о с н о в н и х  р е з у л ь т а т ів

При доведенні теореми 1 будемо використовувати такий аналог леми Картана.

Лема ([5]). Якщо bj Є С, 1 <  j  <  n, І  <  μ <  2, Н  >  0, то зовні деякої системи не більше 
ніж n кругів з радіусами rk таких, що rk — (2Н)^ і кожний круг містить хоча б одну 
точку bj, виконується нерівність

γ  і < μ n
ρ λ \ζ -  bj I -  μ - l  H '

Доведення теореми 1. Нехай ε >  0, η >  0, 1 <  μ <  2 задані довільні числа, п(г)  =  
п{г,0,/і) =  п(г ,0,/2) =  Δν(τ )  + o ( v ( r ) ) ,  r -)· + 00,

Очевидно, що £(г) \  0 при r - »  + 00. Виберемо <5 >  0, го >  0 так, щоб 4£Δ <  ε/3, 

16μ/(μ — 1)Δ ( ζ ( τ ) Ϋ ^ 2̂  <  ε/6, 64  ̂у/Щг/4) <  η, r >  г$. Легко бачити, що

+ 00 -1 

F/M = 2 Σ  7 3 7 : +* Σ +  ζ
f c = lz  α μ  \aj:k\ < r /2 z  ai'k \aj:k\>2rz  r/2<\ajik\<2r2 (4 )

Fy1) (z, 0  +  I f )  (z, 2r) +  F f  (z, 2r ) , |z| =  r, j  =  1, 2.

Оцінимо спочатку \Fr'(z,r/2)\ i |Ff'(z,2r)\. При |яд| <  r/2, |яг# я1/с -  arg α2,*| <  ί:(2)

маємо |яід — я2/*| <  6г /2. Тому

\aj,k\ < r/2

При М  >  2г маємо 

І f [ 2) ( z , 2r) -  F̂ 2) ( z , 2r) I <  r Σ  

0r

\al,k -  a2,k\
(r -  \au \)(r -  \a2,k\)

<  2δη <  4δΑυ(τ) <  I v ( r ). (5)

I flu  — fl2,J

_ br [  
J
2 r

aj,k\>2r

+ 0° _ , s +00

( \a i ,k \ -r ) ( \a2ik\ - r )  

dn(t)

<  r
+00

/ tS/2
dn(t)

-f-00 -{-00

j dj f .  =  s n(2r ) + 25r
2 r 2 r

(6)

+0° +00

<  3M r J  -p -d t  <  3δΑr --^L · J  t~3/2dt =  3δΑν(2r) <  4δΑυ(τ) <
2 r 2r

ОСКІЛЬКИ v(r )/yjr  \  0 при r -+ + 00.
Нехай (fljt) послідовність, яка містить всі члени послідовностей (я-^) і (я2/̂ ), а, отже, її 

лічильною функцією буде 2и(г). Маємо

Fl<3) ( 2' ^ ' 2г)  -  F2(3) ( z< ^ 2|·) і -  |f,(3) (z , r )  [ +  |f2(3) ( 2, ^ 2 r )

z-fljt l
=  rxp(z,r).

(7)

Для оцінки ψ(ζ, r ) скористаємося лемою. Нехай Ry =  22-ί, у =  0,1,2,...,

Kj =  { z : Ry/2 <  |z| <  2Ry}, яу =  2n(2Ry) -  2n(Ry/2), Hy =  Ryg;17̂ )  (r/4).

Очевидно, що {z : 1 <  |z| <  + 00}  =  Uyt~iCy. Оскільки Пу <  2A(v(2Rj) -  v(Rj/2) )  <  
4Δξ ^ ) υ ^ ) ,  то зовні деякої системи кругів Cyv =  {z :  |z — zyv| <  ryv},  1 <  v <  Sy, 

E v= irfv — (4Hy)^ =  (4Ry)^^1/2(r/4) правильна оцінка

μ - l H j -  μ - Ι ζ Ι Μ  ( г / Щ  ~  μ - 1  Rj 

Приймемо E =  (u/-ij U jLi Q[. j  U {2: 2 <  r0}. Тоді для r >  r0

y=0 v=l ■n

m+1

Σ
;=0

ГЧ < +122̂ - l  64̂m+l 
22̂ - l

< <  1 ГИ/
<D



а, отже, D^(£) <  η.
Нехай Rm < r  <  Rm+1 . Тоді Rm+i/4 < r <  4Rm і для r >Yq

ψ(ζ , κ „ )  < ! М г.- ./ м  (I) <
Ц — і  K m  U — І  T \4/ 6 ГЦ і  I 'm  Ц

і, аналогічно,

(8)

ψ ( ζ , Κ „ + ι )  <  μ  И_  1 4 A " (^ " i+ l ) g 1- 1/(2,‘ ) ( R » , + i )  <  1 ^ .  (9 )

Враховуючи, що t/>(z, r) <  ψ(ζ, £ m) +  ip(z, Rm+\), з (7), (8) та (9) маємо

Fi 3) ( z' ^ ' 2r)| +  f 23) ( Z ,^/2r)  <  Z ^ E· (10)

Взявши до уваги (4)-(6), (10) отримуємо (2), що доводить теорему 1. □
Доведення теореми 2. У випадку, коли всі нулі / розташовані на скінченній системі 

променів Т т — U y li{z : arg z =  rpj}, доведення теореми аналогічне до доведення теореми
2 з [4]. Ми отримуємо

F ( r e l(p) =  n ( r ) + o ( v ( r ) ) ,  r - > +  оо, z ^ T m, (11)

причому (11) виконується рівномірно щодо φ Є [0,2π]\ U y li {z: Іяг£ z — іру| >  7 }, де 7 >
0 як завгодно мале число. Перехід до загального випадку здійснюємо використовуючи 
теорему 1.

Зафіксуємо ε =  £п — l /π,η =  ηη =  2~("+1). За теоремою 1 існують δ >  0, система 
таких променів (ψ/) =0, 0 =  гро <  ψι <  ...грт =  2 π, що -  ψ;·| <  δ, j  =  0,т — 1, ціла

функція Fi,„(z) =  l/ (z  -  д[) з полюсами а'к, \а'к\ =  |я*-| і, якщо ipj <  arg ак <  ψ;+1,
arg а'к =  xpj. Для ζ =  re'1?, r >  rn, φ Є [0,2π], |(р — ipj\ >  7, де 7 >  0 достатньо мале число,
3 асимптотичної формули (11) отримуємо, що

\Fu ( z ) - n ( r ) \ < ^ v ( r ) .

Крім того, за теоремою 1 існує така система кругів С'п, Όμ(€'η) <  7/rt/4, зовні якої

Тому отримуємо, що

\ F ( z ) - F u {z)\ <  j v ( r ) .

|F(z) -я (г )|  <  ^ u ( r ) ,  (12)2
для г > г п, с р е  [0, 2zr], \φ -  гр-\ >  7 , 0 <  ; <  m -  1, z £ C'n.

Будуємо Fz,n з полюсами, що лежать на системі променів ψ’λ  , 0 =  гр'0 <  ір[ <  . . .  гр'т =  
2тс, такими, що

\φ-Ψ}\ < 7 > j  n ( l l { < r  \Ψ~Ψ]\ < 7 > j  = 0 ·

Тоді як і в попередньому випадку, існує система кругів C", DF(C " )  <  ί/„/4, зовні якої ви­
конується (12) для r >  гп, φ Є [0,2π], \φ -  ψ'| >  7, 0 <  / <  s — 1. А, отже, (12) виконується 
для всіх φ Є [0,27г], r > r n, z £ C n =  С'п UC", ОДС„) <  ^„/2.

Нехай + 00

Сп — U  СпІ' ^пІ ~  { Z: \Z ~  znj\ ^  rnj} ·  
/=1

При всіх достатньо великих r

Σ  ^ < ^ η η/ 2 < ^ / 8 .
M < r

Тоді для достатньо великих ; маємо r£. <  |z„y|̂ /4 і rnj <  \znj\/2. Виберемо таку послі­

довність (Rk)^°°, що Rfc+i >  (k +  l)R-krk =  1 ,2,..., для r >  Rn, z £ Сп виконується (12), і
позначимо

+ 00 + 0 0

Е =  U  U  { * ’■ \z-Znj\ < r nj} =  \J{z: \ z - z s\ < r s}.
n = l R„<\znj\<Rn+3 s=l

Далі, аналогічно як в [3], показуємо, що Όμ(Ε) =  0 і виконується (3) рівномірно по φ Є
[0, 27г), щ о  й д о в о д и т ь  теорему 2. □
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НЕЛО КАЛЬН А КРАЙОВА ЗАД АЧ А  Д Л Я  СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ 

РІВНЯНЬ З ОПЕРАТОРНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМ И У БАГАТОВИМ ІРНІЙ

КОМ ПЛЕКСНІЙ  ОБЛАСТІ

Досліджено нелокальну крайову задачу для системи диференціальних рівнянь з частин- 

ними похідними з оператором В =  (В\,. . . , Вр), де By =  , j  =  Ι , . , . , ρ ,  — оператори уза­

гальненого диференціювання за комплексною змінною Zj. Задача є некоректною за Адама- 
ром, а її розв'язність пов'язана з проблемою малих знаменників. Доведено метричні теореми 
про оцінки знизу малих знаменників, які виникають при побудові розв'язку задачі, а також 
встановлено умови існування та єдиності цього розв'язку у шкалі просторів функцій багатьох 
комплексних змінних.

Ключові слова і фрази: рівняння з частинними похідними, оператор узагальненого дифе­
ренціювання, псевдо-диференціальний оператор, малі знаменники, метрична оцінка.
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Вс т у п

Дослідження нелокальних крайових задач для різних типів диференціальних рівнянь 
і систем рівнянь із частинними похідними та встановлення умов коректної їхньої роз­
в'язності є одним із важливих напрямів розвитку сучасної теорії рівнянь з частинними 
похідними [8,13,14]. Ці задачі пов'язують значення шуканих розв'язків та їх похідних у 
різних межових чи внутрішніх точках розглядуваної області. У загальному випадку такі 
задачі є некоректними за Адамаром [10,11], а їх розв'язність залежить від малих знамен­
ників, які виникають при побудові розв'язку.

Багато дослідників (див. [1,5,7]) коректність таких задач забезпечують накладанням 
додаткових обмежень на коефіцієнти рівняння, крайові умови та області, в яких вивча­
ються задачі. Нелокальні задачі для гіперболічних, параболічних і безтипних рівнянь з 
частинними похідними за допомогою метричного підходу до оцінки малих знаменни­
ків розглядалися у дійсній області, наприклад, у роботах [2,3,10], а задача Коші для си­
стеми двох анізотропних рівнянь з частинними похідними і сталими коефіцієнтами — 
у праці [6]. Особливістю цієї роботи є дослідження нелокальної задачі для системи ди- 
ференціально-операторних рівнянь з оператором диференціювання В =  (B j,. . . ,  Вр) , де

0
Bj =  Z j - —, j  =  1, . . ., р, Щ О  ДІЄ на функції Просторових комплексних ЗМ ІННИХ (Z j ,  . . . , Z p ) .  

УДК 517.946+511.37
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У роботі [4] розглянуто таку задачу для одного диференціально-операторного рівняння 
з оператором В і сталими коефіцієнтами. Встановлено умови існування та єдиності роз­
в'язку задачі у відповідному функціональному просторі та доведено метричні теореми 
про оцінки знизу малих знаменників, які виникають при побудові розв'язку задачі.

1 П о с т а н о в к а  з а д а ч і

Нехай S  —  однозв'язна область проколотої у нулі комплексної площини, а Т>р —  ци­
ліндрична область [0, Т] x S p, де Т >  0, р >  2. Введемо W  —  лінійний простір кратних

скінченних сум (ОСНОВНИХ функцій) вигляду P (z ) =  YjPkzk =  Ε · · · Σ -Pjfci к ζ \λ ■ ■■ Zp > Ae
k kx kv ... P

z =  (zb . . . , z p) є S p, P k e c , k =  (h, . . . ,kp)  e  ZP.
Простір W ' спряжений до простору W; це простір узагальнених функцій (лінійних 

неперервних функціоналів), які є формальними рядами Лорана Q (z) =  Σ  Qkzk, Щ°

діють на основну функцію Р Є W за правилом (Q, Р ) — Σ  QkPk-
к

Введемо шкали просторів {H ^ S P ) } ^ ,  {Η ” (Γ>Ρ)}ηβΚ, і {H ^ (V P ) }qeU на­

ступним чином. Нехай Hci(Sp) r q Є Ж, —  гільбертів простір функцій хр =  ψ(ζ)  =  Σ
keZP

де z Є S p, zk =  z 1̂.. .Zp , із заданим скалярним добутком (ψ, <ρ)Ηι?(5Ρ) =  E  Ae

k =  y j l  +  Щ +  . . .  +  k2, і нехай \Шщзр)  =  Ф)н ,(5p); a H q(VP ) '  Я e  R , n є  z +' ~  6aHa'

хів простір функцій u =  u(t,z) таких, що похідні -  — £  u(r) ( t)zk, r =  0, 1, . . . ,  n,
fceZP

для кожного t Є [0, T] належать до просторів Hq^r(S p) відповідно і неперервні за змінною 
t у цих просторах. Квадрат норми у просторі Н"(Г>Р) визначає формула

,2 ____  дГи ( і , · )  2
Н 5(Х»Р) max

Г dtr н q-r(SP)

¥Lq(SP) -- простір вектор-функцій V =  v(z) =  col (v\(z), Vm(z)), де Vj=Vj (z )eHq(S P),
mj  =  1,.. .,m, квадрат норми яких задається форму лою || v || д =  Σ  ІІ^'ІІн (S? )'а

— простір функцій U =  u(i,z)=COl (w i(i,z ),. . . ,Um(t,z) ) ,  де Uj =  Uj(t ,z)eHq ( V p), j  =  

з квадратом норми \\и\\щ^ =  Σ  іім/іін^(рр)·

Розглянемо систему рівнянь з частинними похідними і сталими коефіцієнтами

Г—1 .
Σ  A *o,sB 3^  =  0, (1)

s0+|s|<n

де s =  (s i, ... ,sp) Є Z+ , |s| =  si +  ... +  sp, A S0/S —  квадратні матриці порядку m, А„д...7о =  
Im —  одинична матриця; и =  u[t ,z ) =  col (u i(£ ,z),. . . ,  um(t,z) )  —  вектор розміру m, де 
n, m >  1. Оператор В =  ( В \ , , Вр) складено з операторів узагальненого диференціюван-

0
ня Bj =  Zj— , зокрема Bj(zk)=kjzk. Степенями цих операторів є В^и =  u, Bju =  Ву(В|_ 1м),

OZj j )  і

j  =  1 ,. . . , p, І =  1 ,..., п. У формулі (1) позначено Bs =  В[ 1 . ..  Bspp.
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Введемо також функцію ζ(ζ)= Σ  k~z, яка існує у півплощині Re ζ > р, та позначимо
keZP

O r —  круг радіуса R з центром у початку координат комплексної площини С.
Шукаємо розв'язок и Є Н"(2>Р) системи (1), що задовольняє нелокальні умови

д>и
μ Ή t—0

d>U

дії t=T
=  ψ], j  =  0, 1, . . . , п — 1, (2)

де μ Є €  \ {0 }, (pj =  cpj(z') =  сої (ψ μ ( ζ ) , . . . ,  <Pjm(z ) )  —  задані вектор-функції розміру т зі 
шкали просторів {H i?(»SP)}i?e]R.

Означення. Під розв'язком задачі (1), (2) будемо розуміти таку вектор-функцію u =  
u(t,z ) =  col (u\(t,z) , . . . ,  um(t ,z )), складену з функцій Ui(t,z), і =  1 , . . . ,m ,  із значеннями 
Uj(t,·) у  просторі W ' для t Є [0,Т], яка задовольняє рівняння (1), умови (2) та належить 
до простору Hq(T>P).

2 П о б у д о в а  ф о р м а л ь н о г о  р о зв 'я з к у . Т е о р е м а  є д и н о с т і

Введемо псевдодиференціальні оператори. Для цього розглянемо довільну послідов­
ність комплексних чисел F(k),k Є ΈΡ. Вона породжує псевдодиференціальний оператор

(
Θ d \

zx—  , . . . , z p—  ), що діє на φ { ζ )=  Σ  ip(k)zk за формулою
dz\ dZpJ keZ p

F(B)<p(z) =  Σ  F(k)ip(k)zk. 
ke ZP

Коефіцієнти tp(k) розвинення <p(z) у ряд Фур'є породжують оператор ψ(Β), а тому 
кожній функції з Hq(Sp) відповідає псевдодиференціальний оператор ψ(Β). При цьому
φ (ζ ) =  ψ (В) δ (ζ ), де δ ( ζ ) =  Σ  zk. Аналогічно, послідовність функцій F(t,k), t Є [0, Τ], πο-

keU
роджує оператор F(t, В), функція v(t, z) =  Σ  V (ί, k)zk з простору H" (VP ) —  оператор-

keZP
функцію V (t, В). При цьому v(t,z) =  ν ( ί ,Β )δ ( ζ ) .

Задача (1), (2) еквівалентна задачі з нелокальними умовами для системи рівнянь з ча­
стинними похідними першого порядку за часовою змінною

dv(t,z) _  μ р(о/2) _  ν (Τ , ζ )  =  φ(ζ) , (3)

де
dt

du dn~ lU'n , / d u  d  U\ , , .
}(t, z) =  co l [ u , — , . . . ,  =  co i (vQ, Vi , . . . ,  vn- 1),

L(B) = {  0
I (n - l )m

1 - L n ( B ) —Ln- i ( B )  . . .  - 1 4 (B)

L r(B )  =  Σ  A n-r,sBs, L r (B)  =  ( LlJ ( B ) ) i , j = i ...m, r =  1.......n,
|s| <r

φ(ζ )  =  col (φ0( ζ ) ,φ 1( ζ ) , . . . , φ η^ ι ( ζ ) ) .

Оскільки

v(t,z ) =  V(t, Β)δ(ζ)  =  col (ν0(Β ) ,ν 1( Β ) , . . . , ν η- 1(Β ) )δ ( ζ ) ,  

φ(ζ)  =  ψ(Β)δ(ζ) =  col (φο (Β ) ,φ ι (Β ) , . . . ,φη- ι {Β ) ) δ ( ζ ) ,

то задача (3) еквівалентна множині нелокальних крайових задач на проміжку [0, Т] для 
систем звичайних диференціальних рівнянь першого порядку

=  L(k)V{t,k), ЦУ ( 0 , к ) - У { Т , к ) = г р ( к ) ,  к е  ΈΤ. (4)

Нехай Z =  diag(knItn, . . . , k2lm,klm), ZV(t ,k )  =  V(t,k) i Zxp(k) =  ф(к). Тоді задачу (4) 
запишемо наступним чином

dV(t, к) 
dt

де

=  kL(k)V(t,k), μΥ(0, k ) - V ( T , k )  =  {р(к), к є  Z p, (5)

Ц к)
0

- L n ( k ) L„—\(k) . . .  - U ( k )  J
) , Ц к )  =  k~iL,(k) =  £  A n4 J l Y № - i .

J  \e\<i ks| <i
Якщо числа AAk), ]  =  1,. . . ,  nm, є коренями характеристичного рівняння

mn
/(АД ) =  det (\I„m- L ( k ) )  = d e t (A MnJ„m +  ^ A m”-% (fc )) = 0 ,

і=1

то 7j(k) — k\j(к) є коренями рівняння det (7 Inm — L(k)) =0 .
Визначник /(А, к) можемо записати у вигляді

тп
/(ЛД ) =  £/y(fc)λ ™ 4  =  Аш” +  ... +  (—l ) mn det Цк)  =  0.

і=о

З оцінки Коші [12] для коренів многочлена [Ay(А:)j <  1 +  max{|/i(fc)|,.. . ,  \fmn(k)\} вип­
ливає, що вони є рівномірно обмеженими за к разом із коефіцієнтами f\{k), .. .  , f mn{k) 
многочлена /(А, к). Загальний розв'язок рівняння (5) запишемо у вигляді

V(t,k) =  еК М*С(к), (6)

де С(к) —  довільний вектор зі сталих. Для знаходження С(к) підставимо V(t ,k )  в кра­
йові умови задачі (5) і отримаємо систему (μΙητη — ekL^ T)C(k) =  ір(к). Якщо матриця
(μίητη — ekLW r ) невироджена, то невідомі С(к) знаходимо за формулою С(к) =  {μΙη>η — 
екЦ к)т ^—і х 0 д і  розв'язок задачі (5 )  матиме вигляд

V(t, к) =  ек1^ Ч ИІпт -  ^ Т) - 1ф(к). (7)

Оскільки визначник матриці дорівнює добутку її власних значень, а власними значення­

ми матриці (μίητη ~  ек̂ т) є числа μ — еклі ^ т, то
nm

d e t(μΙηηι -  ек1^ т) =  Υ [(μ  -  екАі ^ т). (8)

) = i

Сформулюємо і доведемо теорему єдиності розв'язку задачі (1), (2) у просторі Hq (V p).

Теорема 1. Для єдиності розв'язку задачі (1), (2) у просторі Н” (£>Р) необхідно і достат­
ньо, щ об рівняння

о, (9)

не мало розв'язків у  цілих числах тщ і к\,. .. Д р.



Аоведення. Необхідність. Нехай розв'язок задачі (1), (2) єдиний. Тоді задача (5) має єдиний 
розв'язок для всіх к Є ΈΡ, що зображається у вигляді (7). Отже, матриця (μΙητη — екі<-к'>Т) 
є невиродженою. Таким чином, враховуючи (8), μ ψ ек̂ № т. Логарифмуючи, отримаємо, 
що рівняння (9) не має розв'язків у цілих числах т\ і к\,... ,кр.

Аостатність. Доведемо від супротивного. Нехай числа т\ і к\,... ,к* є розв'язком рів-
ln и — І2пт*

няння (9). Тоді, вважаючи λ\(к*) =  — ------- -, де к* =  (к\,. . . ,к* ) ,  однорідна задача
к*Т у

(5) має безліч розв'язків V(t,k*), що утворюють підпростір та визначаються (6), у якій ве­
ктор С(к) є загальним розв'язком виродженої однорідної системи лінійних алгебричних 
рівнянь (μίητη — ekLW T)C(k) =  0. Отже, розв'язок задачі (1), (2) не є єдиним. □

З О ц ін ю в а н н я  ро зв 'я з к у . Те о р е м а  іс н у в а н н я

Для встановлення умов існування та побудови розв'язку задачі (1), (2) у просторі 
Hq(T>P) припустимо, що корені Лі (fc),. . . ,  \mn(k) є різними для фіксованого к Є ZP. По­
значимо R(k) =  (if>(k),L(k)rp(k),. . .  , L nm~l (k)ip(k) ), p(t,k) =  col (/9(ί,Λ1) , . . . ,ρ ( ί ,λ ηΜ) ) ,

(  1
1 . 1 \

Ai A2 A nm

W(k) = A? A2 . λ -nm

U " 1 A” - 1 . A "-1 i/vnm /

де W(k) —  матриця Вандермонда, побудована за коренями λ\ , . . . , λ ηηι, a p(t,k) —  вектор
ak\t

значень функцій p(t, λ ) =
μ — ек̂ т

на коренях Л і , . . . , λ η

Тоді розв'язок (7) задачі (5) записується у вигляді [11]

V(t ,k) =  R (k )W -T(k)p(t, А),

Т 1
де W -T(fc) =  (W _ 1(A:)) =  (W T(k) j — матриця обернена до транспонованої матриці
Вандермонда. Для обчислення матриці W~T(k) використовуємо формулу

W T(* ) =  ( / „ „ + ( * ) )  W(fc) (diag (/ ' (Λ,· (* ), fc)) "L"!)-1,

де f) f k) =  0 при j  <  0, /'(A, fc) =  — 'д Т ~ ' · Перетворимо вирази ( f  iAj(k),k) )  2 до дро-
1 mn

бів ^  П  (К (к )  -  λ β ψ ) )2, де Res (/ ,/ ') =  П  / '(АДк),*) —  результант
1<es I/// ) 1<«<0<ти /=1

многочленів f  та f  і Res ( J , f )  =  detS(/), де S(/) —  матриця Сильвестра многочлена 
/ =  /(А, к), яка є блочною матрицею і складається з двох матриць з mn — 1 і mn рядками 
відповідно,

( fH (k) )™ - 11’ 2mn- 1 

m n - j  +  i ) fH (k) ) " " ^ '

Встановимо умови існування розв'язку задачі (1), (2) у просторі Н ” (Х>Р). Оскільки

S ( / )  = . mn, 2mn—l

9” Μ _  Г /ГЛ Τ Г lu
dtn -  L" ( B) U Ln - l (B )  . .. l (  ) діп~г ,

ТО

апм
ар Й,_„(5Р) - С і( І|и||Й,(5Р) +

ди
dt R4-i(SP)

дЧ~п+1и
ар - 1

2 \
Hi (SP)J '

де Сі =  С\(п,р, А )  —  деяка стала. Отже,

п—І

ІН 5(2>0 <  (Сі +  1) У  max
=о Μ

дій
дИ

n- 1

=  (С і +  і ) Г  т а х ІІг7/ІІн (5Р)
;=

= (Сі + 1 )Е  Е  т а х І ^ - ^ Ц ^ Й  + І )^ 1 £  max |fc“>-"V;(f,fc)|2. 
у=о fcezp i°'rJ j=okezp 1°'Т1

(10)

Запишемо наступну оцінку

и-1
<  C2||p(t,fc)||2||vrT(k)||2 £  fc)|2

ι-о

=  C2||p((,*:)||2||W-TW ||2 £
7=0

(11)

Сформулюємо та доведемо теорему існування розв'язку задачі (1), (2) у просторі Н ” ( Р р).

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 та для деяких додатних сталих Сз та С4
і дійсних чисел η\, η2 для всіх (крім скінченної кількості) векторів к е  1У  виконуються 
нерівності

I detS(/)| >  Сзк~г11, (12)

mn. ( 13)

Якщо (pj Є Н^_Д5Р), деір >  q +  ηι +  η2/ то існує єдиний розв'язок задачі (1), (2) з простору 
Hq(VP),  який неперервно залежить від правих частин умов (2).

Аоведення. Враховуючи оцінки (11)—(13), нерівність (10) запишемо у вигляді

n — 1

ІНІнmop) -  с  Σ  іі^/іій* -(sp)'
/=о т ’

де С>0 —  стала, звідки й випливає твердження теореми. □

Розглянемо умови, за яких виконується нерівність (12). Для отримання оцінок сфор­
мулюємо та доведемо наступну лему.

Лема 3.1. Якщо /(А) =  /z(A) +  ag(λ ),  де /(A), h(λ) ,  g (A ) —  многочлени; а саме / (А ) =  
/оλ 1 +  /iAt_1 +  . . . + f t, h( А) =  h0 Af +  /iiAt_1 +  ... +  ht/ g (  A) =  g0 As +  s-iAs_1 +  ... +  gs, де 
s <  t, а S ( f ) ,  S(h), S(g) —  матриці Сильвестра цих многочленів, то визначник detS ( f )  
матриці S (/) є многочленом за змінною a степеня не вище t +  s — 1, причому

detS ( f )  =  ((s -  t)h0g0y  sdetS(g)at+S 1 +  ... +  detS(fc).



Аоведення. За умовою f i =  hi +  ags-f+; ДЛЯ г Є {£ — s, t — s +  1 ,..., t} і /г· =  /z,- для і Є 
{0 ,1 ,..., t — s — 1}. Оскільки матриця Сильвестра S(/) многочлена /(А) є блочною

S ( / )  = ,2f—1 '
ч ( (о ;  +  ί — s ) f j - i Y t 7 

де і —  номер рядка,; —  номер стовпця, ( УІ —  матриця порядку rxq, co=s — j  +  і, то

k( (w  +  i - s ) h y _ i ) f  \
S ( f ) “f- β ( s i - C V

( о )Г  (w h Y,
t+ s -1  I '

де hj =  0 для j  <  0 та / >  t і gj =  0 для ; <  0 та / >  s. Тоді

sc/) = ( * н ) м  f e -< )w  ' 
,{(b> +  t - s ) h h i ) f  1 (cogj ■)!*'

^Ef-s 0

0 E t+ s—l
0 s—1>

Використовуючи формулу Біне-Коші, отримаємо многочлен за змінною я, тобто

/ /і, \ i —s / \ f+ s - l

detS(/) = f l f+s-1det ( M ” l I +  ... +  detS(fc).

Коефіцієнт біля at+s 1 запишемо у вигляді

( 5 з s 4 x 2 \

det
0 0

i  \2s—1
\ 8 j - i ) s - 1

Si S2 Λ’ι
0 (<*s h № )

де матриці Si = {ω +  t — s)hj_i, S3 —

=  (—l ) i-s det

fS\ S2 
S 3 S4

X i

x 2

0  0  (g ,w ) ? - 1

v o 0

=  det I * 2V d e t
чЬз b4,

А*! та Аг позначають матриці, від яких не залежать відповідні визначники. Підставивши

(
\ t — S

det j = ( fc o g o ( f - s ) )  у попередню,

отримуємо

det S(/) =  (—l ) i-s((i — s)/z0go)i Ŝ i+s-1det

J - s j + s - l

+  --- +  detS(h)
Λω» - ι ) ,  /

=  ((s -  t)hogo) at+s de tS {g )+  . ..  + detS(h).

Лема 3.2 ( [6]). Нехай многочлен g (λ )  має вигляд g (λ )  =  Е  S'/A" тоді
7=0

η—1

□

detS(s) =  Е ( - і Г +" ^ ( ” - аГ а^ «  «S +  —
α=0

де три крапки означають доданки; що не містять η-тих степенів коефіцієнтів ga.

Позначимо через Ь\, . . . ,  Ьр коефіцієнти біля похідних В", . . . ,  В” оператора L lnl (B), 
через Ьр+і, . . . , Ь 2р —  відповідні коефіцієнти оператора Ц 2(В) і т.д., через Ь(т _ і )р+і, · · ·, 
Ьтр —  відповідні коефіцієнти оператора L",W(B). Нехай b =  (ί?ι, Ь2, . . . ,  bmp).

Многочлен /(А, А:) можемо записати у вигляді

/ (АД ) =  fy(ijjf) £ і(А Д ) +  h\(A,k), j  =  l , . . . , p ,

де многочлени gi (А, k) та /ζχ (А, А:) не залежать від bj. Многочлен gi (А, k) також можна роз-
/kj\n

писати у вигляді суми gx (A, k) =  bp+j m  g2 (A, k) +  h2 (A, k), j  =  1 ,..., p, де многочлени 

g2 (A, fc) та h2 (A, fc) не залежать від bp+j. Кожен многочлен gi (A, fc) для і =  1 ,..., m — 2 мо-
/ fc; \ η

жемо записати як £/(A, fc) =  bi p + j [ j )  gi+1(A,k) +  hi+1(A,k), j  =  де g i+1(A,k) та

hi+1 (A, fc) не залежать від b{p+j. Застосувавши для кожного з многочленів /(A, fc) і g ,(A, fc),
/fc/чп /fc/\”

z =  1 ,..., m — 2, лему 3.1 при я =  by ̂  J у розкладі многочлена /(A, fc) і я =  Ьгр+у ̂  J у

розкладі многочленів g,-(A, fc) та при g/0 =  /z/0 =  1, де g/0 і Ью> І =  1, . . . ,  m -  1, коефіцієнти 
найстарших членів многочленів g; (A, fc) і /i/ (A, fc) відповідно, отримуємо

detS(/(A,*)) = ( - l ) ”n" ( | ) ” t2” ” " " " 1)(bi )2” ”- ”- 1detS(g1) + ..., (14)

/fci \ n(2mn— (2i+l)n—1) . .
detS(a(A,*)) =  (-1 )”я” ( ^ )  (̂ rp+y)  ̂ detS(^j+i) + . . . ,  (15)

де три крапки означають доданки зі степенями bf +>, 0 <  а <  2mn — (2г +  1)п — 2.

Для знаходження det S (gm- i  (A, fc)) використаємо лему 3.2 при а =  0 і gm~i,o =  1

det S(gm_L (A, fc)) = я пЬ"й11)р+/( ^ ) Я(Я +  j  — Ι , . , . , ρ ,  (16)

де три крапки означають доданки зі степенями + .,0 < α < η  — 2.

Теорема 3. Нехай 0 <  δ <  1, г >  р, коефіцієнти системи (1) фіксовані (за винятком 
коефіцієнтів Ь \ , Ь , Пр). Тоді існує така множина ]N$ С 0 ^ р, що meas <  δ і для всіх 
векторів b Є 0 ^ р \ \N$ та для всіх k ф 0 при η\ >  m(mn — 1)г/2 справджується оцінка

I detS(/(A,fc)) І > ^m(mn- 1)/2C5fc-'/i, (17)

деС 5 =  nmn№ ( r ) ( p  +  l ) nnmPR2mP-2y m{mn~1)/2.

Аоведення. Використовуючи рівності (15) і (16), формулу (14) запишемо у вигляді

< /fc,-\и ((2 т и —я—1)+(2/ии—Зи—1)+...+(Зи—1 )+ (и —1))
detS(/(A,fc)) =  ( ~ l ) n m̂- ^ n mnU )  V ’

1с *
w (u  \ 2m n-n—1/L \2ran-3n-l /r. \3n -l/L  \ n - l  ,
x \Pj) [bp+j) · · · {b(m- 2)P+j) (P(m_i)p+/J +  · · ·

/ /fc, \ тя(яія-І)
=  Ві(к)Вр+і( к ) . . .В {т_ 1)р+і(к),

де Bip+j(k), i =  0 ,1 ,..., m — 1, —  унітарний многочлен степеня 2(m — i)n — n — 1 змінної 
Ьф+/, коефіцієнти якого не залежать від bj, . . . ,  bip+j _ p, j  =  Ι , . , . , ρ .  Знайдемо модуль 
визначника матриці Сильвестра S (/(A, fc)) многочлена /(A, fc)



/ \ k ;  I \ m nim n—1) , , ,
|detS (/ (A ,fc))|=n” ” ( ^ )  1B; (fc) 11 Вр+/ (* ) I ... I B(„ _ 1)p+i· (fc) I - (18)

У рівності (18) однозначно виберемо індекс j  =  j (k) так, щоб kj =  maxjfci, . ..  ,кр}. 
Нехай 1 (А:) —  множина тих векторів b Є 0'ЦР, для яких при фіксованому к вико­

нується оцінка

\B(m-l)p+j(k)\ <  ( m^(r)^mpR2rnp-2j  , j  =  l , . . . , p .  (19)

Оцінимо міру цієї множини. Позначимо через W’"~l {k) С множину тих векторів 
Ь(т-І)р+1, · · ·/ Ьтр, а через Ŵm_1(fc,b(m_ 1)p+i) —  множину ТИХ значень змінної b{m_ 1)p+j 
для фіксованого b̂ m_ ^ p+j, де Ь(ш_ 1)р+у — вектор з компонентами Ь(ш_ і)р+і, . . . ,  Ьтр без 
компоненти Ь(т _ ! )р+;, для яких виконується нерівність (19). Оскільки множина W™~l (k) 

є декартовим добутком С?̂ т_1'р x VV™_ 1(fc), то її міра знаходиться за формулою

meas W™~l (k) =  (^R 2)^m-1)pmeas W™~x(k),

де
meas W ™ l (k) =  J  meas W f г(/с,b(m_ 1)p+;) db{m_ 1)p+j.

/r\ P  1

За лемою Картана для міри множини W™ 1 (k, b(m_ i)p+y) справджується оцінка

Sk~r
measVVj (k,b^m_ ^ p+j) <  V

Після інтегрування по області O pR 1 отримаємо, що

f ik ~ r
meas W f  ik) <

m £(r)(7 rR 2) ( m- 1)P ‘

Тоді для міри множини W™_ 1(fc) справедлива оцінка meas W ^- 1(fc) <

Нехай W™~2(k) —  множина тих векторів b Є 0'RP, для яких при фіксованому к вико-

6к~г

нується оцінка

„ м  у Л (3 «-1 )/ 2  _ _  1

\B (m -2 )p + j\ k )\ <  { ^ ^ n m pR 2m p - 2 )  ' 1 ~  / · · · ' ? · (20)

Оцінимо міру цієї множини. Позначимо через W™ 2(к) С  О2̂  множину тих векторів 
Ь (т - 2 )р + і  /· · · / а через W ™ ~ 2 ( k ,  b {m _ 2 )p + j) —  множину тих значень ЗМ ІННОЇ Ь {т _ 2 )р+ }  

для фіксованого b ( m_ 2)p + j  3 останніми /? компонентами з W™_ 1(A:), де b ( m _ 2)p + j  — вектор 
з компонентами b(m_2)p+i/ . . . , Ь тр без компоненти b ( m_ 2 )p + j ,  для яких виконується (20).

Оскільки W™~2 (k) =  x WJ1-2^ ), т о  meas W™~2 (k) =  ( 7rR2)(m-2^meas W ^_ 2 (fc).
Для міри множини W™~2 (k, b(m_ 2)p+j) за лемою Картана справджується оцінка

measVV™ 2(k,b{m_2)p+j) <  w^ r ) (7rR2) « p - r

Зінтегрувавши по області 1 х ((9^ \ W™ 1 (/с)), отримаємо оцінку для міри множини
x t - r

ш т - 2 с й . т ^ о Ш « - 2 / й  /  у ------тл;т-2/(/с): meas VVJ1 (k) <  —  — 2̂ . Тоді для міри множини Wj* (fc) виконуєть-

ся оцінка: meas W™~2(k) <  · Аналогічно, позначимо через W&(k), і =  0 ,1 ,..., га — 1,

множину тих векторів b Є , для яких при фіксованому к виконується оцінка

/ \ (2 ти - (2 і+ 1 )л -1 )/ 2
ІВ»>4# )І <  \ ^ ( j ) nmpR2mp-2 )  , / =  1,.. . ,р . (21)

Знайдемо оцінки мір множин Wj(fc), і =  0 ,1 ,..., т  — 1. Нехай VVJ- (А:) с  —  мно­
жина тих векторів bjp+1 ,..., Ьшр, а Щ(к, bip+j) —  множина тих значень змінної Ь/р+/ для 
фіксованого bip+j з останніми (га — і — 1)р компонентами з множини Wls+ l (k), де Ьір+; — 
вектор з компонентами bjp + ... ,  Ьшр без компоненти bip+j, для яких виконується нерів­

ність (21). Оскільки VVj(fc) =  (9^ х Щ (к) ,  то meas Wj(fc) =  (nR2) ‘Pmeas Щ(к ) .  Для міри 
множини Wl6{k, bip+j ) за лемою Картана справджується оцінка

Sk~r
measWJ(M,>+/) <  m {(r)(rtR2)„ , - , ·

Інтегруючи по області О 1̂  1 х 1 \ Wj+1 (к) ), отримуємо оцінку

/>к~г
meas Щ (к )  <

ηιζ (ν ) (πΚ2) ιΡ'

Зк~г
Таким чином, для міри множини Wj(fc) маємо нерівність meas W™~2(k) <  ~~ξζΤ’

mn m~ 1 ш —1 Г
Налшожині \ ІД^(^), де V\̂ (/c) =  U W6(k), a meas (fc) <  Σ  meas Wj(/c) <  —r-r,

i=o i=o
з рівності (18) та нерівностей (19)-(21) випливає нерівність

( Л \ т іт п—1)/2_ , /л

=  <5w(w” - 1) /2C5fc-'?1

для фіксованого вектора к Є Z p \ {0 }. Отже, поза множиною Wj =  (J ІЛ̂ (/с) міри
JteZP\{0}

meas Ws <  E  meas W$(k) =  δ нерівність (17) виконується для всіх к Є Жр \ {0 }. □
к е  ZP\ {0 }

Розглянемо умови виконання нерівностей (13). Послідовність знаменників функції 
p{t, А/ (к)) може мати збіжні до нуля підпослідовності. Для оцінювання p(t, А/ (к)) побуду­
ємо виняткові множини малої міри на комплексній площині для μ Є О м ,  використання 
яких є варіантом метричного підходу до оцінювання малих знаменників [4,10].

Виберемо додатні числа η2 та χ  з умов η2 >  χ 232ηΤ2ζ(2η2) =  π. Нехай ε<1 і, до­

датково, y/ε <  In 2/(2χΤ), якщо п =  1; тоді для п >  1 виконується наступна нерівність 
1п2/(2χΤ) =  \η2^/8ηζ(2η2) /π  >  \j8n/n/2 =  y/2n/η  >  1, тобто також у/е <  1п2/(2аТ). 

Позначимо χ ι — Хі(к) =  у/ехк^ 2 та μι(к) =  екА‘^ Т, μ(Κ) =  екАТ. Враховуючи ці

позначення, отримаємо, що p(t, А) =
е ш



ІшЛ

Рис. 1. Концентричні квадрати з центром у  точці A;(fc): квадрат Vj(fc) зі стороною χι та квадрат із 

стороною 2 χ ι . Виділено множину, яка є різницею цих квадратів.

Виберемо множини V/ (к) для тих І =  1 ,..., п та к Є ΈΡ, що задовольняють умову 
|̂ /(fc)| <  2М, за формулою

V,(fc) =  {Л  Є C : |Re (Л -  A,(fc))| <  Ц-, |Іш (Л -  A,(fc))| <

Кожна множина V/(fc) —  це квадрат (рис. 1) зі стороною Х\, центром A;(fc) і вершинами 
М  , М _+ , М ++, М+~ у комплексній площині змінної Л. Точки М  , М ~+, М ++, М +~ 
зображають комплексні числа A/(fc) — (1 +  і )х\/2, A/(fc) — (1 — ϊ )χ\/2, \\(к) +  (1 +  ί )χ\/2, 
Aі(к) +  (1 -  0 * 1/2 відповідно.

Рис. 2. Образи квадратів з рис. 1 при відображенні Л - »  efcAT.

μНехай множина V//2(fc) =  j ^ G C  : е * іт/2<  <e^lT/2, arg ^ |<ддГ/2| — образ>(fc)
квадрата V/ (fc) при відображенні А -> еи г , а множина V/д (fc) є образом концентричного 
до V/ (fc) квадрата зі стороною 2χ\, тобто її можна задати за допомогою формули V/д (fc) =

{, ,€ € : е - * Я <  j ̂  j < £ »г, j arg ^  I <Xlr } . Тоді
Иі(к)

V,f,r(fc) =  {V  Є С  : е * l2* гт <  І— тттІ <  є * 12' Г1 
У. ψ ΐ { Κ ) <

arg μ
Иі(к)

<

μ
μ № )

Χ ι2 ' - ' Τ \ .

" τ } , яку видно зМ н о ж и н а  V/r(fc)  є ч а с т іш о ю  кільця Є

початку координат під кутом χ\2ι~τΤ (рис. 2). Площа (міра) множини V/д (fc), яку назвемо 
винятковою множиною для заданого fc, обчислюється за формулою

m e a s V/Д (fc) =  ^ W w (fc)|2^ lT -7r|W(fc)l2« 2λ:ιΤ) =  AiT|^/(fc)|2 (e2;tlT — e 2* lT).

„  _  еУ2Х\Т _  еУ\Х\Т
Оскільки е2хгТ <  2 і ----------------- =  хіТеУзХїТ <  х\ТеУ2ХіТ, де уз Є (у\,у2), то

1/2 — 3/1

„ в2х\т — е~2Х'т 
meas V/д (fc) =  4xiT|^/(fc)|2-----------------

<  4(^1T|^/(fc)|)2e2̂ T <  4 (2 *!Τ Μ ) 2^ τ  <  32(ддТ М ) 2.

Об'єднаємо виняткові М НОЖ ИНИ V/д (fc) в одну виняткову множину

U  U  V/д (fc)
JteZP; 1=1 

\Мк)\<2 Μ

η
і знайдемо оцінку її міри: meas Ve =  £  E  measV;i(fc) <  32(TM )2 E  А2· Врахову-

k eZ P ; i = l  ' fceZP
lw(fc)|<2M

ючи позначення дд та χ, звідси отримуємо нерівність

meas V£ <  32ηΤ2ζ(2η2)χ2εΜ2 =  ε π Μ 2 =  ε meas Ом- (22)

Параметр μ вважатимемо елементом множини Ом \ V£. Враховуючи формулу (22), 
для міри множини Ом \ Ve запишемо оцінку meas (Ом  \ V£) >  (1 — e)meas Ом -

Ae ма 3.3 ( [4]). Я кщ о  η2 >  р/2, то для всіх μ Є Ом \ V£ функція р(Л, t) в області V/(fc) х
Q _ __________

[0, Т] має оцінку зверху |ρ(ί, Λ) І <  —pfĉ 2, де0 =  8 max {2,1 /1 μ |}  ̂  2πηζ(2η2).
ν ε

Оскільки A/ (fc) Є V/ (fc) і
pkX,{k)t

μ e,k\,{k)T
=  \p(t, A/ (fc))|, то оцінка (13) виконується для всіх

μ Є Ом \ Ve. Сформулюємо загальну теорему існування та єдиності розв'язку задачі (1), 
(2) у  просторі H q ( 'Dp).

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1, μ Є Ом\Уе- Толі у  разі φο Є H^(«Sp), 
ψι Є Ηφ_1(5Ρ)/. φ„_ι  Є Щ - п+і (SP),Aeip =  q +  ( p +  m(mn -  \ )r )/2, r  >  p, і для всіх 
векторів b Є \ існує єдиний розв'язок задачі (1), (2) u Є Н ” (Г>Р), який неперервно
залежить від правих частин умов (2).



Аоведення. З теореми 1 випливає єдиність розв'язку задачі (1), (2). За теоремою 3 для всіх 
векторів Ь Є 0 RP \ Ws виконується оцінка (12) для η\ >  т(тп — 1)(2п +  г)/2, де r >  р. 
Згідно з лемою 3.3, для довільного μ Є Ом \ V£ виконується оцінка (13) для η2 >  р/2. 
Таким чином, з теореми 2 випливає як існування розв'язку задачі (1), (2) з простору 
Й » (2П  так і його неперервна залежність від функцій φο Є Η ψ(5 ρ), φλ Є Ηψ_\(δρ),
. . . , φ„_ι Є Ηψ_ η+ι(5Ρ ) для ψ =  q +  (ρ +  m(mn -  1 )r ) /2. □

Висновки

У роботі розглянуто нелокальну крайову задачу для системи диференціально-опера- 

торних рівнянь з оператором диференціювання В = (В і,.. . ,  Вр), де By =  Zy— , j  =  1 ,. . . , ρ,

який діє на функції комплексних змінних (ζ\,. . . , Ζρ). Для встановлення розв'язності за­
дачі введено шкали {H ,,( S p) } q&̂t. і {Η " (Ρ ί’ ) } ί?€κ просторів вектор-функцій багатьох ком­
плексних змінних. Розглядувана задача є некоректною за Адамаром, а її розв'язність за­
лежить від малих знаменників, які виникають при побудові розв'язку. Доведено метричні 
теореми про оцінки знизу малих знаменників для всіх (за винятком множини нульової 
або малої міри) векторів, складених з компонент коефіцієнтів A S(1/S системи та параметра 
μ. На основі цих теорем встановлено достатні умови існування розв'язку задачі у Н ” ( W ) ,  
де q —  довільне дійсне число. Знайдено необхідні та достатні умови єдиності розв'язку.
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Il'kiv V.S., Strap N.I. Non-local boundary value problem fo r  a system o f  partial differential equations with 
operator coefficients in a complex domain. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 242-255.

The paper is devoted to investigation of non-local boundary problem for a system of partial dif-
0

ferential equations with the operator В =  (B\,. . . ,  Bp), where Bj =  ζ; ~ ,  j  =  Ι , . , . , ρ ,  are operators

of the generalized differentiation, which operates on complex variable Zj. Problem is incorrect in 
the Hadamard sense and the solvability of this problem depends on the small denominators which 
arising in the construction of the solution. By using of metric approach, the theorem about lower 
estimation of small denominators was proved, and also existence and uniqueness conditions of this 
solution in the scale of spaces of many complex variables functions are establish.

Key words and phrases: partial differential equation, operator of generalized differentiation, pseu­
do-differential operator, small denominators, metric estimation.

Илькив B.C., Страп Н.И. Нелокальная краевая задача для для системьі дифференциальньїх уравне- 
ний с операторньїми козффициентами в многомерной комплексной области // Карпатские матем. 
публ. —  2014. — Т.6, №2. —  С. 242-255.

Исследовано нелокальную краевую задачу для системьі дифференциальньїх уравнений с 

частньїми производньїми с векторним оператором В =  (B j,.. ., Вр), где By =  Z j — , j  — Ι , . , . , ρ ,

- операторьі обобщенного дифференцирования по комплексной переменной Zj. Задача некор- 
ректна за Адамаром, а ее решения связано с проблемой мальїх знаменателей. Доказано метри- 
ческие теоремьі об оценках снизу мальїх знаменателей, возникающих при построении реше­
ния задачи, а также установленьї условия существования и единственности данного решения 
в шкале пространств функций многих комплексних переменннх.

Ключевьіе слова и фразьі: уравнение в частньїх производньїх, оператор обобщенного диф­
ференцирования, псевдо-дифференциальньїй оператор, мальїе знаменатели, метрическая 
оценка.



ISSN 2075-9827

Carpathian Math. Publ. 2014,6 (2), 256-259 

doi:10.15330/cmp.6.2.256-259

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp

Карпатські матем. публ. 2014, Т.6, №2, С.256-259

К а р д о в а  О.

ФУНКЦІЇ ЗІ ЗВ'ЯЗНИМ ГРАФІКОМ ТА Βχ-РЕТРАКТИ

Підмножина Е топологічного простору X називається В]-ретрактом цього простору, якщо 
існує відображення r : X ->· Е, яке є поточковою границею послідовності неперервних відобра­
жень rn : X —» Е, і таке, що r(x)  =  х для всіх х Є Е. Доводиться, що графік функції / : К ч У ,  
де простір У — це об'єднання зростаючої послідовності континуумів, є Вг ретрактом добутку 
R  х У тоді і тільки тоді, коли функція / неперервна.

Ключові слова і фрази: βχ-ретракт, Ні-ретракт, функція першого класу Бера, функція з лі­
нійно зв'язним графіком.

Yuriy Fedkovych Chemivtsi National University, 2 Kotsjubynskyi str., 58012, Chemivtsi, Ukraine 
E-mail: maslenizza.ua@gm ail.com

Вс т у п

Нехай P —  деяка властивість відображень. Сукупність усіх відображень між тополо­
гічними просторами X і У, які мають властивість Р, ми позначаємо через Р(Х , У). Симво­
лом С ми позначаємо властивість неперервності.

Відображення / : X -»■ У, де X і У — топологічні простори, називається

• відображенням першого класу Бера, / Є Ві(Х, У), якщо існує така послідовність непе­
рервних відображень/„ : X —» У, що / «(х ) —> / (х ) для всіх х Є X;

• відображенням першого класу Лебеґа, / Є Н і(Х , У), якщо множина /_ 1(G) є типу ΐ σ в 
X для довільної відкритої в У множини G.

Підмножину Е топологічного простору X назвемо Р-ретрактом простору X, якщо 
існує таке відображення r Є Р (Х ,Е ), що r(x) =  х для всіх х Є Е. При цьому відобра­
ження r називається Р-ретракцією простору X на Е. Якщо відображення r неперервне, то 
Е називається просто ретрактом простору X (див. [1]).

Властивості Н\- і Ві-ретрактів досліджувалися в [3] і [4]. Так, в [3] була встановлена 
наступна характеризація Ні-ретрактів повнометризовних просторів.

Теорема 1. Множина Е є Ні -ретрактом повнометризовного простору X тоді і тільки тоді, 
коли Е є типу G<5 в X.

В [4] було показано, що Bj-ретракт метризовного простору є множиною типу Gs, а 
довільний Ві-ретракт зв'язного простору є зв'язним. Проте, ані локальна зв'язність, ані 
лінійна зв'язність вже не зберігаються Ві-ретракціями (див. [4, Приклад 4.2]).

Також в [4] був отриманий такий результат.

(с) Карлова Ο., 2014
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Теорема 2. Нехай X  —  повнометризовний простір і E C X —  лінійно зв'язна і локально 
лінійно зв'язна Gs-множина. Тоді Е є В\-ретрактом простору X.

Зауважимо, що кожна Ві-ретракція топологічного простору X на метризовний про­
стір Е є також Ні-ретракцією (див., наприклад, [2, Лема 2.7]). Обернене твердження не 
вірне навіть для зв'язних Gj-множин E C R 2. Так, в [4] був наведений приклад функції 
/ : [0,1] —>■ [—1,1], графік якої є зв'язною G -̂підмножиною (а значить, Ні-ретрактом) 
добутку [0,1] х [—1,1], але не є В j-ретрактом простору [0,1] х [—1,1].

У зв'язку з цим природно постає задача про опис функцій / : R  —> 1R, графіки яких 
є Βχ-ретрактами площини R 2. В цій статті ми доводимо, що графік функції / : R  —>· 
У, де простір У —  це об'єднання зростаючої послідовності континуумів, є В\-ретрактом 
добутку R  х У тоді і тільки тоді, коли функція / неперервна.

Основні р е з у л ь т а т и

Нехай / —  деяке відображення топологічного простору X у топологічний простір У. 
Графік відображення / ми позначаємо через Г у. Для всіх х Є X покладемо

7/(х) =  (*// (*))·

Зрозуміло, що Гf  =  7/(Х). Крім того, зауважимо, що відображення / : X —>· У неперерв­
не тоді і тільки тоді, коли неперервне відображення 7 ·̂ : X -4· Г .̂

Сукупність всіх функцій / : X —> У, графіки яких є Р-ретрактами добутку X х У, ми 
будемо позначати через Гр(Х, У).

У світлі теореми 2 вимикає питання, чи кожна функція / : R  -4 R  з лінійно зв'язним 
графіком належить до класу Гв, (R, R )? Покажемо, що відповідь на це позитивна.

Нагадаємо, що відображення / між топологічними просторами X та У має властивість 
Аарбу, якщо образ /(С ) довільної зв'язної множини C C  X є зв'язною множиною в У.

Лема 1. Якщо існує бієкція φ з властивістю Аарбу лінійно зв'язного гаусдорфового про­
стору X на відрізок [а, Ь\, то X  —  компакт.

Аоведення. З лінійної зв'язності простору X випливає, що існує така неперервна функція 
7 : [a,b\ —> X, що <р_ 1(я) =  7 (а) і <р- 1(Ь) =  7 (Ь). Оскільки множина φ(^{[a,b])) С [а,Ь] 
зв'язна і містить кінці відрізка [а, Ь], то вона збігається з [а, Ь]. Тоді 7 ([я, Ь]) =  <р- 1([я, Ь]) =  
X, адже φ —  бієкція. Таким чином, X —  компакт, як гаусдорфовий неперервний образ 
компакта. □

Через 7Γχ та 7Гу ми будемо позначати проекції πχ  : X х У - »  X, 7Γχ(χ, у) =  х, і пу : 
X х У —> У, 7Гу (х, у) =  у.

Твердження 1. Нехай У —  топологічний простір. Аля відображення f  : [a,b] —> У насту­
пні умови рівносильні:

1)  f  —  неперервне;
2 )1  f  — лінійно зв'язний;
3 )1  f  —  компакт.
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Аоведення. Імплікація 1) =Φ- 2) випливає з рівності Гу =  7у([я, Ь\) і неперервності відобра­
ження 7f.

2) => 3). Легко бачити, що простір Гf  гаусдорфовий. Оскільки відображення ηχ \ γ є 
неперервною бієкцією на відрізок [я, Ь], то простір I f  е компактом за лемою 1.

3) => 1). Оскільки неперервна бієкція пх |р між компактами є гомеоморфізмом, то

відображення 7у =  ( 7Γχ | ) ~1 неперервне. Тому відображення / =  πγ о ^ f : [а, Ь] —> У 
теж неперервне. □

Зауважимо, що для відображення /, визначеного на зв'язній підмножині X C R  умови 
1) або 2) твердження 1 виконуються тоді і тільки тоді, коли вони виконуються для зву­
ження відображення /|[Я/ь] на довільний відрізок [я, b] C X. Таким чином, з твердження 1 
негайно випливає наступний факт.

Наслідок 1. Нехай X C R — зв'язна множина iY  — топологічний простір. Аля відобра­
ження f  : X —> У наступні умови рівносильні:

1)  f  —  неперервне;
2) 1f  — лінійно зв'язний.

Твердження 2. Нехай X C R —  зв'язна множина і У — лінійно зв'язний простір. Аля 
відображення f  : X -*  У наступні умови рівносильні:

1)  f  —  неперервне;
2) 1f  —  лінійно зв'язний;
3 )1  f  — ретракт добутку X  х У.

Аоведення. Досить довести імплікації 1) =ї 3) =Ф- 2).
Якщо відображення / неперервне, то і відображення r : X х У -> І/, г ( х , у )  =  у ( х ) ,  

неперервне, причому г ( х , у )  =  ( х , у )  для всіх ( х , у )  Є Гу. Отже, 1) =ф· 3).
Якщо ж r : X х У —> Т/ —  деяка ретракція, то простір I f  =  r(X  х У) лінійно зв'язний 

як образ лінійно зв'язного простору при неперервному відображенні. Таким чином, вста­
новлена імплікація 3) =>· 2). □

Нагадаємо, що зв'язний компактний гаусдорфовий простір називається континуу­
мом. Казатимемо, що гаусдорфовий простір є сг-континуумом, якщо він подається у ви­
гляді об'єднання зростаючої послідовності своїх зв'язних компактних підпросторів.

Підпростір Е топологічного простору X називається слабким В\-ретрактом [5] цього 
простору, якщо існує така послідовність (гп) “=1 неперервних відображень rn : X  Е, 
що гп (х ) - »  х для всіх х Є Е.

Твердження 3. Нехай X C R —  зв'язна множина, У —  σ -континуум і f  : X  —ї  Υ —  
відображення, графік якого є слабким В\-ретрактом добутку X х У. Тоді відображення 
f  неперервне у  всіх внутрішніх точках множини X.

Аоведення. Розглянемо послідовність (ги)~=1 неперервних відображень rn : X  х У —¥ I f , 
таку, що rn(p) —> р для всіх р Є I f ,  і таку зростаючу послідовність (Кш)“ =1 континуумів,

ОО
що У =  U Кт.

m= 1
Візьмемо довільний відрізок [a, b] C int X і покажемо, що відображення / неперерв­

не на цьому відрізку. Нехай χ\,χ2 —  такі точки з X, що х\ <  a і х2 >  Ь. Оскіль­
ки r „ ( j f ( x i ) )  —> 7f ( xj )  при і =  1,2, то існує таке η Є Ν , що 7гх (г„(7 (х і ) ) )  <  я і
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π χ Μ 7 (*2 ))) >  Ь. Позначимо Fm =  тсх (гп( [х і ,х2] x Km))· Тоді (Fm)~=i —  зростаюча по­
слідовність континуумів в 1R, об'єднання яких покриває відрізок [я, Ь]. Легко бачити, що 
існує таке т е  N , що [я, b] C Fm. Тоді Г ̂  =  ([я, b\ х У) П гп([х \, х2] х Кт). Отже, графік

звуження /[д є компактом. З твердження 1 випливає, що відображення f^a b\ неперерв­
не. □

З тверджень 2, 3 і очевидного включення Гс(Х , У) С ΓΒι (X, У), яке справджується для 
довільних топологічних просторів X і У, випливає наступний результат.

Теорема 3. Нехай У —  σ -континуум. Тоді Tc(IR, У) =  Γβ, (IR, У) =  C(R, У).

Зауваження 1. Теорема 3 не вірна для функцій двох змінних. Розглянемо таку функцію 
/ : R 2 —>· 1R, що f ( x ,  0) =  — х2 при |х| <  1 і f ( x , y ) =  0 при (х,у) Є R 2 \ ( [—1,1] х {0 }) .  
Функціяf  розривна в усіх точках множини [—1,1] х {0 }. Графік І  f  ц ієї функції є лінійно 
зв'язною і локально лінійно зв'язною G j  -підмножиною простору R 3. Тому f  Є TBl(R 2,R ) 
згідно з теоремою 2. З іншого боку, множина І  f  не замкнена в R 3. Звідси випливає, що 
/ ^ Гс (R 2, R ), адже довільний ретракт гаусдорфового простору замкнений в ньому.
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Karlova O. Functions with connected graph and B\-retracts. Carpathian Math. Publ. 2014,6 (2), 256-259.

A  subset E of a topological space X is called a Bi-retract if there exists a mapping r : X —> E 
which is the pointwise limit of a sequence of continuous mappings r„ : X E and r(x)  =  x for all 
x Є E. We prove that if У is a union of an increasing sequence of continuums, then the graph of a 
function / : R  —> Y is a В1-retract of R  x У if and only if / is continuous.

Key words and phrases: -retract, H]-retract, Baire-one function, function with arcwise connected
graph.

Карлова E. Функции со связньїм графиком u В\-ретрактьі // Карпатские матем. публ. —  2014.
—  Т.6, №2.— С. 256-259.

Подмножество Е пространства X назьівается Ві-ретрактом зтого пространства, если суще- 
ствует отображение r : X —> Е, которое является поточечньїм пределом последовательности 
непрерьівньїх отображений rn : X —> Е, причем r{x) =  х для всех х Є Е. Доказано, что график 
функции / : R - »  У, где пространство У —  зто обьединение возрастающей последовательно­
сти континуумов, является Ві-ретрактом произведения R  х У в том и только том случае, если 
функция / непрерьівна.

Ключевьіе слова и фрази: В\-ретракт, Ні-ретракт, функция первого класса Бзра, функция с 
линейно связньїм графиком.



ISSN 2075-9827

Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 260-281 

doi:10.15330/cmp.6.2.260-281

K ir ic h e n k o  V .1, K h ib in a  M .2, M a s h c h e n k o  L .3, P l a k h o t n y k  M .1, Z h u r a v l e v  V .1

GORENSTEIN TILED ORDERS

The aim of this article is to describe exponent matrices of Gorenstein tiled orders. The necessary 
and sufficient condition for possibility such to construct a Gorenstein tiled order which has given 
orders over some discrete valuation ring (the unique for the whole main diagonal) on the main 
diagonal and its permutation be a product of correspond cycles with given cyclic Gorenstein tiled 
order is considered.

Key words and phrases: Gorenstein tiled order, exponent matrix, Kirichenko's permutation.

1 Taras Shevchenko National University, 64/13 Volodymyrska str., 01601, Kyiv, Ukraine
2 Institute of Engineering Thermophysics, National Academy of Sciences of Ukraine, 2-а Zhelyabova str., 03057, Kyiv, Ukraine
3 Kyiv National University of Trade and Economics, 19 Kioto str., 02156, Kyiv, Ukraine 
E-mail: vk ir@ u n iv .k iev .u a  (Kirichenko V.), mkhibina@ukr. net (Khibina M.),

m aschenkolz@ list.ru  (Mashchenko L.), makar_plakhotnyk@ukr. net (Plakhotnyk M.), 
vshurSuniv. k iev .u a  (Zhuravlev V.)

I n t r o d u c t io n

The notion of tiled orders was introduced at first in [1]. Gorenstein tiled orders appeared in 
the first time in the article [2] and a convenient criterion for tiled order to be a Gorenstein order 
is also given there. It is shown in [3] that injective dimension of a Gorenstein tiled order is equal 
to 1. More then this tiled orders with injective dimension 1 are Gorenstein. The description of 
cyclic Gorenstein tiled orders has been done at [4].

The aim of this article is to describe exponent matrices of Gorenstein tiled orders. The 
necessary and sufficient condition for possibility such to construct a Gorenstein tiled order 
which has given orders over some discrete valuation ring (the unique for the whole main 
diagonal) on the main diagonal and its permutation be a product of correspond cycles with 
given cyclic Gorenstein tiled order is considered.

The necessary information about tiled orders and exponent matrices can be found in [5,6].

1 T il e d  o r d e r s  o v e r  d is c r e t e  v a l u a t io n  r in g s

Recall [7] that a semimaximal ring is a semiperfect semiprime right Noetherian ring A such 
that for each primitive idempotent e Є A  the ring eAe is a discrete valuation ring (not neces­
sarily commutative).

Denote by M n(B) the ring of all η x n matrices over a ring B.

©  Kirichenko V., Khibina M., Mashchenko L., Plakhotnyk M., Zhuravlev V., 2014
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Карпатські матем. публ. 2014, Т.6, №2, С.260-281 Theorem 1 (see [7]). Each semimaximal ring is isomorphic to a finite direct product o f  prime 
rings o f the following form

ί  Ο  πα™0 ... 7 Γ \
7Γα21 O O ...  πΛ2ηO  .

A  =  , (1)

у παηλΟ  π*η2Ό  ... О )

where η >  1, О  is a discrete valuation ring with a prime element π, and are integers such 
that cijj +  iXfi >  αχ, осц =  0 for all i,j, k.

The ring O  is embedded into its classical division ring of fractions T>, and (1) is the set of 
all matrices (α η) Є M n(V )  such that

a,j є π a‘i O  =  ецАец,

where e\\,...,enn are the matrix units of M n(V ) .  It is clear that Q =  M n{V )  is the classical
ring of fractions of A. Obviously, the ring A is right and left Noetherian.

Definition 1.1. A  module M  is distributive i f  its lattice o f submodules is distributive, i.e.,

K П (L +  N ) =  K ( l L  +  K n N

for all submodules K, L, and N.

Clearly, any submodule and any factormodule of a distributive module are distributive 
modules. A  semidistributive module is a direct sum of distributive modules. A  ring A  is right 
(left) semidistributive if it is semidistributive as the right (left) module over itself. A  ring A is 
semidistributive if it is both left and right semidistributive (see [8]).

Theorem 2 (see [9]). The following conditions for a semiperfect semiprime right Noetherian 
ring A are equivalent:

• A is semidistributive;

• A is a direct product o f a semisimple artinian ring and a semimaximal ring.

By a tiled order over a discrete valuation ring, we mean a Noetherian prime semiperfect 
semidistributive ring A  with nonzero Jacobson radical. In this case, O  =  eAe is a discrete 
valuation ring with a primitive idempotent e Є A.

Definition 1.2. An integer matrix £ — (α.η) Є M „ (Z )  is called

• an exponent matrix ϊίοίη +  α μ >  oĉ  and <х.ц =  0 for all i,j, k;

• a reduced exponent matrix i f  u η +  ос μ >  0 for all і, j, і Ф j.

We use the following notation A  =  { 0 , 8 (A ) } ,  where S (A )  =  (осц) is the exponent matrix 
of the ring A, i.e.

Л  =  £  ецтґЮ,
i,j= і
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in which ец are the matrix units. If a tiled order is reduced, i.e., A / R (A )  is the direct product of 
division rings, then α,·;· +  αμ >  0 if і Φ j, i.e., £ (A ) is reduced.

We denote by M  (A ) the poset (ordered by inclusion) of all projective right Λ -modules that 
are contained in a fixed simple Q-module U. A ll simple Q-modules are isomorphic, so we can 
choice one of them. Note that the partially ordered sets M i  (A )  and M r(A )  corresponding to 
the left and the right modules are anti-isomorphic.

The set M ( A )  is completely determined by the exponent matrix £ (A ) =  (a,·.·). Namely, if 
A  is reduced, then

M  (A ) =  {pf I і =  1,. . .  n, and z Є Z } ,

where
f z - z ' >  ccij if M ( A )  =  M i ( A ) ,

\ ζ - ζ ' > α . μ  if 7 4 (A ) =  M r(A).

Obviously, M  (A ) is an infinite periodic set.
Let P be an arbitrary poset. A  subset of P is called a chain if any two of its elements are 

related. A  subset of P is called a antichain if no two distinct elements of the subset are related.

Definition 1.3. A  right (resp. left) А -module M  (resp. N ) is called a right (resp. left) A  -lattice 
i f  M  (resp. N ) is a finitely generated free O-module.

Given a tiled order A  we denote Latr(A ) (resp. Lati(A )) the category of right (resp. left) A- 
lattices. We denote by Sr(A ) (resp. Si (A ) )  the partially ordered by inclusion set, formed by all 
A-lattices contained in a fixed simple M„(X>)-module W (resp. in a left simple M„(Z?)-module 
V). Such A-lattices are called irreducible.

Let A  =  { 0 , ε ( A ) }  be a tiled order, W (resp. V) is a simple right (resp. left) M n(T>)- 
module with D-basis e \ , . . . , e n such that Є[Є^ =  5цЄь ( е ^  =  δ^βΐ) .

Then any right (resp. left) irreducible A-lattice M  (resp. N ), lying in W (resp. in V) is a 
A-module with (9-basis (η^βχ,. . . ,  nUnen), while

{
oij +  Oijj >  (Xj, for the right case;
Oijj +  oij >  dlu for the left case.

Thus, irreducible A-lattices M  can be identified with integer-valued vector (αχ,. . . ,  an) sat­
isfying (2). We shall write £ (M )  =  ( « ! , . . . , « „ )  o rM  =  (αχ, . . . ,αη).

The order relation on the set of such vectors and the operations on them corresponding to 
sum and intersection of irreducible lattices are obvious.

Remark 1.1. Obviously irreducible A-lattices M\ =  (αχ, . . . , a n) and M 2 =  (βχ , . . . , β η) are 
isomorphic i f  and only if  aj =  βι +  z f o r i  =  1 , . . . , n  and z Є Z .

For each right (left) A-lattice Μ  (N ) it is defined a left (right) A-lattice M* =  H om ^M , O q )  
(N * =  Horno (N ,o O ))  such that M** =  M  (N ** =  N ) (see. [7], §3). For an arbitrary φ Є Μ* 
and а Є A  the multiplication αφ is defined with the formula (αφ)(ηι ) =  φ(ηια) where m Є M. 
For every homomorphism ψ : M  -*  N  of right lattices it is defined a conjugated homomor­
phism ψ*: N* M* of left lattices with the rule =  f(tpm).

It is especially easy can be defined the duality for an irreducible A-lattice. Let M  =  
(οίχ, · ■■,&„) be an irreducible A-lattice. Then Μ* =  (-α χ ,. . . ,  -ccn) T is an irresucible left A-  
lattice and for M  C N  we have that N* C M*.

Let A  be a reduced tiled order with the exponent matrix ί  (A ) =  (α,-y). Denote P, =  
(a,x,. . . ,  Oijn) and Qk =  (aw,. . . ,  a^ )T, where T  is a transpose operation.

Definition 1.4. A  A-lattice M  is called relatively injective if  Μ  =  P* where P is a projective 
А -module. Projective A-lattice P is called bijective A-lattice i fP  is a projective left A-lattice.

Example 1. Let A  be a reduced tiled order with exponent matrix £ (A ) =  (оіц), where

/ 0  0  0  0  0  0 \

1 0 0 0 0 1
2 1 0 0 0 1
2 2 2 0 0 1
3 3 2 1 0 1

V 3 2 1 1 0 0 /

ε(Α)

Here P* ~  Q5/ P2* ~  Qe, P| ^  Q3, P5* ^  Q2, P6* -  Qi b u t  рз Φ Q4 ·

2 G o r e n s t e in  t i l e d  o r d e r s  a n d  t h e i r  e x p o n e n t  m a t r ic e s

Definition 2.1. A  tiled order A  is called a Gorenstein tiled oreder if  A  is a bijective A-lattice i.e. 
i f  A* is a projective left A-lattice.

Further we will call a Gorenstein tiled order just as Gorenstein order.

Theorem 3 (see. [2, lemma 3.2]). The following conditions are equivalent for a reduced tiled 
order A  =  {O , E (A ) =  (oipq)}:

(a) an order A  is Gorenstein
(b) there exists a permutation σ : z —» cr(i) such that a,·*· -f tx.ki7(,·) =  ccicr̂  for і =  1 ,... ,n; k =  

1, . , . ,η .

Denote with M n( Z )  the ring of all square n x  «-matrices over integers ring Z .  Let £  Є

M n( Z ) .

Definition 2.2. Call a matrix £ =  (α,-y) as exponent matrix if  +  ocjk >  &ik for i,j,k  =  1 , . , . ,η  
andoia =  0 fo ri =  Ι , . , . ,η .  These inequalities are called ring inequalities. An exponent matrix 
£ is called a reduced exponent matrix i f  α,·;· +  ccji >  0 for all i , j  =  1 ,..., n.

Definition 2.3. Two exponent matrices £ =  (ocjj) andΘ =  (θη) are called equivalent i f  one can 
be obtained from another with a composition o f transformations o f the following two types:

(1) subtracting some integer from all elements o f i-th line with simultaneous adding this 
number to all elements o f the i-th column;

(2) simultaneous permuting o f two lines and two columns with the same numbers.

Definition 2.4. The following exponent matrix £ =  (οίη) Є M n( Z )  is called a Gorenstein matrix 
i f  there exists a permutation σ  o f a set {1 ,2 ,..., n} such that

Kik +  4σ(ί) =  Άισ(ϊ) for all i, k.



The permutation σ  is denoted with cr(£). If a matrix £ is a reduced Gorenstein exponent 
matrix then cr(£) does not have fixed points.

Proposition 2.1 ([5]). Let £ =  (кц) and Θ =  (θη) be exponent matrices and Θ is obtained 
from £ with composition o f permutations o f the type (1). I f  £ is a reduced exponent Gorenstein 
matrix with correspond permutation cr(£) then Θ is also reduces exponent Gorenstein matrix 
with a permutation σ (Θ ) =  &(£)■

Proposition 2.2 ([5]). I f  £ is a Gorenstein matrix then any second type transformation Θ it 
leaves to be a Gorenstein matrix and for the new correspond permutation n  we have n =  
τ~  V t  i.e. σ (Θ ) =  τ~  V (£ )r .

Remark 2.1. A  reduced tiled order A  is Gorenstein if  and only i f  when its exponent matrix 
£ (A ) is a Gorenstein matrix.

Definition 2.5. A  reduced Gorenstein exponent matrix £ is called cyclic i fa (£ )  is a cycle.

Lemma 2.1 ([10]). Let A b e  a reduced Gorenstein tiled order with an exponent matrix £ (A ) =  

(ocij) and Kirichenko permutation σ.  Then «^(,χ/) +  «*(/>(*) -  M «X * )  =  a'7 +  аІк ~

Proof. After adding κσ^ σ^  to both sides of the equality 0C j =  Κη +  α;·σ(;) we obtain

«/<r(i) “F α<τ(ί)σ(/) « ij "F ^jcr(i) ασ·(ί)σ(/) or α ίσ(ί) F  «сг(і)cr(j) «i/ F  ^jcd)'

Represent агсг(г) and aw/) as sum of two summands as follows κ% +  &ka(i) +  «σ(ι)cr(j) =  
otij +  Cijk +  кк(г(]). Whence obtain кк(т(і) +  a<r(i>(;) -  ЧаЦ) =  «і/ +  «/fc ~  «ifc· Further we get

(«faj(/) “F  «far(fc)) F  «cr(i)cr(/) — ( a fccr(;) "F л-А:сг(А:}) ~~ « ij "F «/fc — «ifc·

Again represent ajtcr(fc) as two summands as follows

(«far(i) F  «fccr(/) "F ai7(;)(7(fc)) F  ĉr(i)a(j) ~ («fccr(/) "F лка(і) F  «cr(i)cr(fc)) «і/ F  IX-jk ~ « ik■

We have F  acr(y)(7-(fc) ~~ «cr(i)cr(fc) =  «// F  Kjk ~  îk· ^

3 C y c l ic  G o r e n s t e in  o r d e r s

Lemma 3.1 ([4]). Let A  be a reduced cyclic Gorenstein tiled order with an Exponent matrix 
£ (A )  — (ocij) and Kirichenko permutation σ  =  (12... n). I f  Кц =  0 for all і =  1, . . . , «  then
Ky =  Kyn+2- j  for 1 <  j  < n .

Proof. The lemma 2.1 gives that κη +  Kji =  Άσ,η(μασ,η(μ +  <V"(7)«crm(/) f ° r an arbitrary natural m. 
For і =  1 we have

OCy +  Kj 1 =  0iam(l )0iam{j) +  a£rm(/)airm(l)·

As <7 is a cyclic permutation then there exists an integer m such that am ( j ) =  1. The equality 
crm(j )  =  j  +  m (mod n) yields j  +  m =  n +  1. So m =  n +  1 — j. This gives that <7m( l )  =
1 +  m =  n +  2 — j  and cty +  Од =  αη+2_μ  F  аі/П+2-/· Now the lemma conditions yields 
Kji =  Kn+2-j,\ =  0 Whence Ky =  Kyn+2- j .  □

Proposition 3.1 ([4]). Let сси, « і з , ..., K\n be an arbitrary set o f real numbers. There exists the 
unique matrix (кц) such that these given numbers are elements o f the first line o f this matrix 
and equalities Kkk =  Kk\ — 0 and Kik F  «*,·+\ =  кц+\ and k =  1,.. . ,  n; і =  1,. . . ,  n — 1 hold.

Proof. Let Kki — 0. Obtain other elements akm of the matrix (κη) from the linear equations 
system Kik +  лкі+1 =  Дій-1 k — 1,. . . , η; і — 1,' . . , η -  1.

Really Kkk+i =  Kki +  к1к+і — «lit+i for k <  n. The equality к1к +  кк2 — « іг  gives that кк2 — 
κ12 -  К1к. As кк2 +  К2к+ 1 =  Ккк+1 =  К1к+1 then either к2к+\ =  к1к+1 -  кк2 =  к1к+1 +  к1к -  а12 

or K2cj =  α1ί? +  аі7_ і -  К\2  for q >  1 .
Further к2к +  ккз =  a23 =  « і з  whence ккз =  κ 13 -  к2к =  κ 13 +  α12 -  к1к -  к1к_ х for к >  1. 

From the equality ккз +  кзк+1 =  ккк+1 =  к1к+1 find the кзк+1 as кзк+1 =  к1к+1 -  ккз =  к1к+1 +  
*ік +  «lfc-i -  «із  -  «12 which is the same as a3(? =  Кц +  к ц ^  +  Kltj_ 2 ~  «із  -  « іг  for q >  2.

Assume that for I <  n elements of the /-th column cck[ for k >  1 — 2 can be represented 
through elements of the first line as follows

l 1-2
«W =  E “  Σ  ai k-j , k >  I — 2,

j=2 ;=0

and elements of the I-th line Кц for q >  I — 1 are represented through elements of the first line 
as follows

ι- і  i
« Icj — Ε  «1 q—j ~  Ε  «1 j / q >  I ~  I*

7=0 /=2

Find expressions for elements I +  1-th column and I +  1-th line through elements of the 
first line.

The equality KXk +  Kk/M =  ки+1 =  ки+1 yields

( і - ι  l \
«W+1 =  «1,/+1 “  a lk =  «1,1+1 -  I E «lfc-7 -  E

\7=0 7=2 J

/+1 /-1 /+1 (/+1)—2

=  Ε  -  E a u -7  =  E ~  E a u - 7 ' k > 1 ~ 1 or *  >  (/ η- і )  — 2.
7=2 7=0 7=2 7=0

Further have а* #/+1 +  a/+i/fc+1 =  afc,fc+i =  «u + i ·  Whence,

/i+i (i+i)—2
«/+U+i =  «U+i -  «fc,/+l =  «u+i “  E UV  ~  E «i,fc—/

V/=2 7=0
( i + l ) - l  /+1

=  E «i,(fc+i)—/ — Ε  ai/'  ̂F  1 >  (/ F 1) — 1 or
7=0 7=2

(/+1 )-1  /+1

«/+i,<7 =  E  «L<j—/ ~~ E  «V '  ̂ > (̂  F  1) — 1.
7=0 7=2

Whence with the use of induction by the number of a line and column obtain find the 
unknown elements of the matrix (α,-y). They are expressed with the elements of the first line 
with the following formulas

m m—2
4 rn =  Ε  αι/ “  Ε  aik - j for k >  m -  2; (3)

7=2 /=0



fc-l k
4 m  =  E  « l m - j  -  E  a V  fo r  m  >  fc -  1.

7=0 7=2
(4 )

During this process we have considered all the equations α,·* +  «fci+ι =  «ιϊ+i/ k =  l ,n ; i  =
1, η — 1. It is obvious that the solution of the system of linear equations satisfies the equations 
of it. More the equation (3) yields

k fc—2
4k =  Σ ay -  L ·  ai* - j  =  0 , fc =  2, . . . ,  я,

7=2 7=0

and from the equation (4) we get

fc-1 fc
4 k  =  ^  «i,fc—/ ^  «і/ =  0 , fc =  2,.. .,я.

7=0 7=2

□
The formula (3) yields

m m—2 m—2 m—1
«m —l,m =  Σ  «1/ ~  « l,m —1—/ ~  X j « l,m —f ~  « I f  — «11

;=2 /=0 t=0 f=2
(m -l)-l m-1

=  Σ  ai,m-t -  Σ  «it, m =  3,n. 
t=0 f=2

The last equality is the expression for with the use of the formula (4).
This means that the former linear equations system is consistent.
Whence we have got the matrix (α,·;·) whose elements can be calculated with formulas

' 0, if m =  1,
m m—2
E  « 1/ -  E  «lfc-f/ if fc >  m >  1,

7=2 7=0
fc-1 fc
E  «lm-/ -  E  « 1І/ if 1 <  fc <  m,

7=0 7=2

«lm/ if fc =  1*

4m (5 )

Corollary 3.1 ([4]). Let (a,y) be a matrix whose elements are calculated with (5) and ocy =  
ui,n+2- j  f ° r j  =  2 Then oiij +  Kja(i) — αίσ(ί) f° r  г// =  1/ · · · /n where σ  =  (12... n).

Proof. As α1;· =  аі;И+2-у then

m m—2 m m

« я т  —  X )  «1/ — « I n - ;  =  «1/ «1 ,и +2—і =  0
j= 2  7=0 7=2 *'=2

and a„m +  ami =  αηι =  0 for all ш. Whence elements of the matrix (a,y) satisfy the condition

«і; +  «;'<r(») =  ai'cr(i) for aH *// =  1/· · · /n where σ  — (12 . . .n ).  □

Proposition 3.2 ([4]). Let (α.η) be a matrix whose elements satisfy the equality (5). Then for 
every triple or pairwise different numbers i,j,k there exist p,q such thatocjj +  Οίβ — o c =  ocpq.

Proof. Rewrite the equalities (3)-(4) as follows

m m—2 m k
4 m  =  E  «Ii -  E  «lfc-i =  E  «If -  E  «If for fc > m > 1,

j=2 /=0 f=2  f= fc -m + 2
fc-1 fc w fc

«fcm =  E  «lm-; -  E  « I i -  E  « l f ~  E  «If for m >  fc >  1.
;'=0 /=2 f =m —fc+1 f=2

Denote Syjfc =  otij +  οίβ — ttjk.
It is easy to check that if the numbers z,/, fc are pairwise different then the equality

«p<7 —  <
«*—fc+i,/—fc+i#- if min( i, j,k)  =  fc,
4 - j , i - j + 1/ if min( i , j ,k) =  ;',
ocj-itk -i, if min(z',/,fc) =  і

holds. In the case when at least two indices coincide one obtain

$ijj ~  M-ij Ί" «// — «у =  0/
S/'/'fc =  «II +  «/'fc — «/'fc =  0,

S /';'/' — « j [j +  Oijj 0Сц =  Οίη +  Oiji =  «1,|/—y|+l ^  0.

□

Corollary 3.2 ([4]). A  matrix (a,·,·) with non negative elememts which satisfy the equalities (5) 
and oc\j =  ajitl+2- j  f ° r  all 2 <  j  <  n is a Gorenstein reduced exponent matrix o f a cyclic 
Gorenstein order with the Kirichenko permutation σ  =  (1 2 · · · n).

Proposition 3.3 ([4]). The exponent matrix (a ,y ) o f the cyclic reduced Gorenstein tiled order A  
with the Kirichenko permutation σ  =  (1 2 · · · и) such that осц =  0 fo r i  =  1, n is symmetrical 
in the main diagonal.

Proof It is clear that the matrix (ai;) is symmetrical in the second diagonal if oĉ  — an+i_y,n+ i- i · 
After the direct checking one may make sure that ос̂ т — ocn + =  0 for all fc, m. □

Corollaries 3.1, 3.2 and the proposition 3.3 yield the following theorem which gives the 
whole description of the reduced cyclic Gorenstein tiled orders.

Theorem 4 ([4]). Any cyclic reduced Gorenstein tiled order is isomorphic to a reduced order 
A  with Kirichenko permutation cr =  (1 2 · · · n) whose exponent matrix ε  (A ) =  (α η) has the 
following properties:

1) all elements o f the matrix (осц) can be expressed with the formulas (5) through [|] natu­
ral parameters « 12, · · · / «1 ̂ 1+1;

2)  « ί; =  «ι,η+2-/ for all j;
3) the matrix (ccjj) is symmetrical in the second diagonal.
Conversely each non negative integer valued matrix (α ,-y) which satisfies the properties 1-3 

from above such that αη +  ccji >  0 for (ζ φ j )  is an exponent matrix o f some cyclic reduced 
Gorenstein tiled order with the Kirichenko permutation σ  =  (1 2 · · · π).



The elements of the exponent matrix (ai;) of the a cyclic reduced Gorenstein tiled order A  
with Kirichenko permutation σ  — (1 2 · · · n) satisfy the equality

• E  ( a *7+  V ( o )  . Σ  αίσ{ί) Σ  f̂cr(i)
1/7=1 _  i,J= 1 4 7 _  1,7=1 _  г=1 ' '

n2 In 2 2п2 2 П

ІИ І
Σ

The value t =  ,=|^ j is much important in the studying of cyclic Gorenstein orders.

Theorem 5 ([11]). Let A  be a reduced cyclic Gorenstein tiled order with exponent matrix £ (A ) 
and Kirichenko permutation σ. An order A  is isomorphic to an order A ' whose exponent 
matrix is a linear combination o f powers or a matrix o f the Kirichenko permutation σ  i f  and 
only i f  yylyj ■ Σ αίσ(ί) =  t is a natural number.

Proof. We will assume that σ  — (1 2 · · · n).
A ll cyclic Gorenstein tiled orders are described at the theorem 4. Elements of an exponent 

matrix of such order satisfy the equalities

' 0, if m =  1,

4 m  =

Σ  «1/ -  Σ  4 k - j  i i k > m >  I, 
i = 2 i = °
k—1 k W
Σ  « і m-i -  Σ  « i i  if 1 <  k <  m,

7=0 7=2

Лїт ii k — 1.

Let ї^уї · Σ αίσ·(ί) =  t be a natural number. Show that with the transformation of the first

type the exponent matrix of the order A  can be transformed to an exponent matrix with the 
necessary property. Let us do the transformations of the first type. Let us add the number Xk 
to all the elements of the k-th line and lets subtract if from all the elements of the k-th column. 
Then the equality oc'km =  0Ckm +  Xk — Xm w ill appear. To find xk we will need <х!к(Гц̂  =  t for all k. 
Consider the linear equations system

X l — χ 2 =  t -  Ci\2,

X2 — X3 =  t — «23/

Xf i—1 Xn — t  M-n—lnr  

Хп ~  X1 =  t ~~ &nl·

It has a solution

X2 =  «12 -  t +  Xl,
X3 =  a 12 +  «23 —2t +  X l,

(7 )
Xk =  «12 +  «23 +  · · · +  4 - 1  k -  (fc -  l ) f  +  X1,

x n — «12 +  «23  +  · · · +  « « - I n  — (n — 1 )t +  Xi.

That is why the exponent matrix £ (A ) =  (α η) can be reduced with the transformations of the 
first type to the matrix(ajy) =  £ {A ' )  such that =  t for all k.

Now show that u'i} =  «^ (l>(/) for alii,;. Really equalities oc'a{i) =  t =  α';· +  α'σ(.} і ή σ{)) =

f  =  α }σ (ί) +  УІеИ  th a t  < j  =  < ( , > ( / )  fo r  a11 i ’ l·
n i—l  n 

That is why S (A ' )  =  Σ  a\,Pa where Ρσ =  Σ  eja(i) and Єн are matrix units.
7=1 1 /=1 

The converse statement is obvious. □

4 G o r e n s t e in  o r d e r s  w i t h  p a irw is e  is o m o rp h ic  s im p le  c y c l e s

The matrix transformations of two types change a sum of elements of a matrix. It is easy to 
see the following proposition.

Proposition 4.1 ([11]). Let A  and A 1 be two isomorphic reduced tiled order with correspond 
exponent matrices £ (A ) — (ocjj) and £ (A ' )  =  (aJ.) whose Kirichenko permutations are σ  and

n n n n
σ ' correspondingly. Then Σ 4 j =  E < · and Σ  4σ(ί) =  Σ  « ·σ/(ι)·

i,j i,j i= l  і=1

Lemma 4.1 ([11]). Let A  be a reduced Gorenstein tiled order with correspond exponent matrix 
£ (A ) and Kirichenko permutation σ  and let σ  =  σ\ ■ σ2 be a decomposition o f σ  into the 
product o f two disjoint cycles. Then

Σ  «1(7! (ί) E  «fc^(fc)
i k

I <  cri >  I I <  tr2 >  I

Proof. We can assume that σ\ =  (1 2 · · ■ n) and σ2 =  (n +  1 n +  2 · · · n +  m) (we can reach 
this with the isomorphic second type transformations of lines and columns of the exponent 
matrix £ (A )). Then the exponent matrix £ (A ) w ill become of the form

c  _  (  £x £ 1 2

U 2 1  £ 2

where £\ is an exponent matrix of a reduced cyclic tiled order with Kirichenko permutation 
σ\ and £2 is an exponent matrix of a reduced cyclic tiled order with Kirichenko permutation 
cr2. That is why α,;· +  c c j^  =  αΙ(Γι(ι) for a ll; =  n +  1, . . . ,  n +  m, і =  1, . . . ,  n and ockt +  л щ ц  =
0Cka2(k) for all I =  l , . . . , n , k  — n +  l , . . . /n +  m. whence obtain

n n+m n n+m n

m ' Σ am{i) — Σϋ YLocm{i)= Σ Σ (а,7 + am(i))
i= l j= n + l i= l 7 =n+l i= l

n n+m n n+m n+m

— Σ] Σ (aW +«/(72(Jfc)) — Σ Σ a kcr2{k) =  n' Σ а ко-2(к)·
Z=lfc=«+1 /=lfc=n+l k—n+1

n n+m
П n+m Σ “ істЛі) E ака2{к)

Whence m ■ Σ  « 1(71(0 =  П ■ σ  Ча2(к) і-е. ~ —  -  -----· □
і=1 к=п+1



Corollary 4.1 ([11]). I fn and m are pairwise simple then

n n+m
Σ  a «7i(i) Σ  а ка2(к)
i= l ________  _  k = n + 1_________  _  £

n m

where t is a natural number.

Lemma 4.1 provides the sufficient condition for the possibility to construct the Gorenstein 
tiled order with the correspond exponent matrix with a given Kirichenko permutation σ  which 
decomposes into independent cycles o\,... ,crs and two sided Piers decomposition of Λ  has 
blocks A i , . . . ,  A s on the main diagonal. The input data for this condition is a set of the cyclic 
tiled orders Αχ,. . . ,  A s with the cyclic permutations σ\, . . . ,σΒ correspondingly. Call this con­
dition Ω and it is following

Σ^-ίσi(;) /Саг<7<;(/)

(Ω ) W ° ' "  =  W

Lemma 4.2 ([11]). Let A  be a reduced Gorenstein tiled order with correspond exponent ma­
trix £ =  (oijj) and Kirichenko permutation σ  =  σ\ ■ σ2 where σ\ =  ( 1 2 · · · η ),  σ2 =  
( η +  1 η +  2 · · ·  n +  m ) such that numbers n and m are piecewise simple. Then the or­
der A  is isomorphic to the order A ' with an exponent matrix

£/ _  / * 12̂ 12 
\ *21 ̂ 21 £>

where £[, £'г are exponent matrices or reduced cyclic Gorenstein orders with permutations 
<7\ =  ( 1 2 · · · n ) and cr2 = (  n +  I  n +  2 · · ·  n +  m ) which are linear combinations 
o f powers o f permutation matrices Ρσχ/Ρσ2 correspondingly, U\2, U2\ are such matrices that all 
their elements are equal to ones X\2, *21 are integers such that

n n+m
Σ  а г<7і(г) Σ  a fa72(fc)

, /=1 /с=и+1Xl2 +  Χ2\ — t =  ----------- — --------------- .
η m

Proof. An exponent matrix of a Gorenstein tiled order whose Kirichenko permutation is a 
product of disjoint cycles has a following form

c _  (  £i2
U 21 £2

where E\ =  eEe, e =  e\\ +  · · · +  enn, f  — E ~  e, £2 — f £ f  are exponent matrices of cyclic 
Gorenstein orders with Kirichenko permutations σ\, σ2 correspondingly. As numbers n and m 
are pairwise simple then the corollary 4.1 gives that

n n+m

 ̂ __ 1=1 __ k—n+1

n m

is a natural number. Then according to the theorem 5 matrices £\, E2 can be reduced to matrices 
£[ and £'2 with transformations of the first type. The last matrices are linear combinations of

permutational matrices Ρσι and Ρσ2 correspondingly and mire then this «/^(,·) =  4 σ 2{k) =  f 
for all ζ =  ί , . , . , η  and k =  n +  1,.. . ,  n +  m. The conditions to be Gorenstein matrices yields 

<*ij +  V i (0 =  a^ i(0 =  t for all * =  1, · · ·, n, j  =  n +  1, . . . ,  n +  m and aw +  a/(7s(jfc) =  ctk(72{k) =  t 
for all / =  1 ,..., n and k =  n +  l , . . . , n  +  m. Whence for; =  k and I =  σ\ (і) obtain α,·;· +  α.:σχ ̂  =  

αΜ (0 α^ι(*>2(j) * е· ач =  ασι(ί)σ2(/)· lengthes of permutations σι and σ2 are pairwise simple 
then αη =  oi\n+\ for all і =  Ι , . , . , η ,  j  =  n +  l , . . . , n  +  m. Denote αι„+ι =  x\2 a rational number. 
Then оси — ccn+π =  t — X\2. Whence the exponent matrix £' will be of the following form

£' -
£[ * 12̂ 12 

X21Ц21 Е'г

where E[ and £'2 are reduced exponent matrices of cyclic Gorenstein orders with permutations 
σ\ =  ( 1 2 · · · n ) and cr2 — ( n +  1 n +  2 · · ·  n +  m ) correspondingly which are lin­
ear combinations of powers of permutational matrices Ρσχ, Pff2 correspondingly IZ12 and U2\ 
are matrices whose all elements are equal to one. So,

*12 +  X21 =  t =
Σ  fticr\(i) 
(=1

П

n+m
E  «far2(/e)

k = n + l_________

m

□
Theorem 6 ([11]). Let A  be a reduced Gorenstein tiled oreder with an exponent matrix E (A ) =  
(αη) whose Kirichenko permutation σ  is a product o f cycles which do not intersect σ  =  
σ\ ■ ■ ■ crm and whose lengthes are pairwise simple. Then the order A  is isomorphic to an order 
A 1 with Kirichenko permutation σ ' =  σ[ cr'm and exponent matrix E (A 1) =  (aj.) o f  the form

(  £\ * 12̂ 12
x\2u 2\ ε2

\ xm\LI ml XmlLf-ml

xlmUlm 
X2mU2 m

where

Xij  +  Xji

|<£Τ,·>|
Σ

k= 1
ft-kâ k)

for all i , j  =  1,. . .  m, і φ j  and x,,· +  X;s >

I <  сгі >  I

for all pairwise different i,j,s 1,. . .  m, £*
are exponent matrices o f cyclic Gorenstein orders with Kirichenko permutations which are 
conjugate to those Kirichenko one a! whici are linear combinations o f permutational matrices 
Pa :(k =  l , . . . ,m ) .

Proof. A  Gorenstein tiled order A  is isomorphic to an order A "  with Kirichenko permutation 
σ ' =  σ[ ■ ■ · а'т where each permutation a'k acts on a set of natural numbers. Then the exponent 
matrix of the order A "  w ill be of the form



As orders of permutations a'k are pairwise simple then

t =

І « ? і>  I

Ε  αkajik) 
fc=1

<  cr' >  I I <  сгг· >

for all і =  and t is a natural number. Whence exponent matrices £'k with Kirichenko
permutations cr'k can be reduced to the linear combination of powers of permutational matrices 
Ppi with transformations of the first type.

For arbitrary і and j  (і φ j )  consider a Gorenstein tiled order with a Kirichenko permutation 
cr· · cr- and an exponent matrix

(  ε',' V , ' )

{  4  ε " ) '

According to the lemma 4.2 its exponent matrix can be reduced to the form

%ij Щ

£ 'i
were matrices £[ and £j are linear combinations of powers of their permutational matrices. 
Whence the exponent matrix is of the form

(  £ i  X n L / n  · · · Z i- .L T . . .  ^

ε (Λ ')  =

S i

X\2U21
X12U12

£2

\ x m l U m\ x m 2 ^ m 2

Inequalities Xu +  Xjs >  xis come from ring inequalities a

xlm Ui n 
x2m U2 n

у

~b Mjk — «ffc · □

5 G o r e n s t e in  t il e d  o r d e r s  w it h  m u t u a l l y  p r im e  l e n g t h e s  o f  c y c l e s

Let A  =  { 0 , £ ( A ) =  (a;/)} be a reduced Gorenstein tiled order with Kirichenko per­
mutation σ  where σ  =  σ\ · ■ · as is the decomposition of σ  into the product of cycles, mk is a 
length of the crk. We can assume that ak =  ( g* +  1 gk +  2 · · · gk +  mk ) (we can reach

Jfc-l
this with the transformations of the second type) where gfc =  E  mj f ° r k >  1, gi =  0. Let

i = i
f k =  egk+lgk+1 +  egk+2gk+2 +  · ■ · +  egk+mkgk+mk and 1 = / !  +  . . . +  fs be the ring unit of A  into 
the sum of pair wise orthogonal idempotents. Two sided Piers decomposition of A  has the 
following form

(  А ц  Λ 12 · · · A is \
Λ 21 Λ 22 · · · A 2sA  =

^ A si A s2 · · · A ss j

where Afcjt is reduced cyclic tiled order with Kirichenko permutation σ' 
So the exponent matrix is of the form

/  £ 1 1  £ 1 2  · · · £ is  ^

=  ( 1 2 Щ  )■

where £kk is an exponent matrix of cyclic Gorenstein tiled order A kk. Write out the condition 
to be Gorenstein order for A  in the matrix form as follows £ +  Ρσ£ τ  — diag{oiko-(k)}U or

(  £ 1 1  £ 12  

£ 2 1  £ 22

f l s  \  

£ls +

(  ρσ[ o
o  P u

o  \ 

o
f  £T £ T °11  21 

c T  c T  
°1 2  22

\ £ sl £ s2 ‘ ‘ ‘ £ ss J O O a
? £TIs £ Tc 2s £ Is )

(  d i a g K ^ ) } 0  0  A (  U n U\2 ■ · · U ls \

= 0  diag · · ·  O
•

U2 1 U2 2 · · ·  U 2s

1 0 O · · ·  d i a g y V Us 1 Us 2 Uss J

Whence we get the following system of matrix equations

£jj Pcr.£jj ~~ d iag{a^(fc)} Ujj,

£η +  ρσ'£μ =  diag {ock(T'i{k)}Uijf 

Κ ε η  +  p v\£ lj =

Reduced cyclic Gorenstein orders are described at theorem 4. Elements of exponent matrix 
£ of the cyclic reduced Gorenstein tiled order A  with correspond Kirichenko permutation 
σ  =  (12 · · · n) whose the first line is zero are expressed with the following formulas

4m

0 if m — 1,
m m—2

E  «1» -  E  «U t-i if k > m > l ,
/=2 )=0
k—1 k
E  4  щ- j  -  E  aii if 1 < k  <  m,

j=0 j=2
aim if k =  1,

and more then this a. у =  ai„+2 for all j. The exponent matrix for a reduced tiled order 
does not contain two zero lines and does not contain two zero columns. Elements of the ex­
ponent matrix £ of a cyclic reduced Gorenstein tiled order A  with Kirichenko permutation 
σ  =  (12 · · · n)  and the arbitrary the first column can be expressed with the following formulas

km 4m xk xm·

More then this, elements of the block matrices £\\, £22, · · ·, £ss satisfy the condition (Ω ) i.e. the 
following equality

nt\ m2

E  iX-kâ k) E  4a'2(k)
k= 1 k=l

ms
E  4a'(k) 

k=l
m\ m 2 ms

holds.
We have the following system of simultaneous equations for finding £ц

ί  £ij +  Ρσ'£ μ  =  diag{ockcr,{k )}U i j ,

\ £ji +  P^fij =  diag{4 ^ (к ) }Щ -



Whence, either

T
£ij "b Prf }U ji — Ρσ>£ц  ̂  — d ia g ja ^ / ^ j} ίΐη

or
?T

£ ij -  PcrfijPcr'j =  dia8 { aka’(k ) } U 4 -  Pa 'Ui jd iag{4a> (k ) } ·

As permutational matrix just permutes either lines or columns when we multiply by it then 
the following is true

Eij -  PfftSijPjj =  diagKcr'(fc)} Щ  -  U ijd ia g { a k(T,(k)} .  (9)

The general solution non homogeneous equation equals to sum of the general solution of 
the homogeneous equation £η — P^SjjPj, =  0 and some partial solution of non homogeneous

equation. Consider the solution of the homogeneous equation.

Lemma 5.1 ([12]). Leta\ =  (12 · · · n), σ2 =  (1 2 · · · m), (n, m) =  d,n =  du,m =  dv. The SO­
S' F · · ·  F

lution o f an equation X  — Ρσι XPj2 =  0 has the following block form X =  ( ..............................
V F · · ·  F

M UXO(F) where F Є M ^(Z ) and F is a linear combination o f permutational matrix PT =
d
Σ  ект(к)' τ  =  (12 ■ ■ ■ d) powers with arbitrary coefficients. 

fc=1

Proof. The equation X =  P^XPj’ can be represented in the form Хц =  χσι(ί)σ2(ί)· Whence 
Хц =  Хдк(j-y/tQ·) for arbitrary integer fc. Show that for arbitrary integers p and q such that

0 <  і +  pd ^  n, 0 <  / +  qd ^  m the equality Хц =  Xi+pd,j+qd holds.
For arbitrary integer k the following equalities hold crk(i) ξ  і +  fc(mod η), (/) =  j  +

fc(mod m). As numbers u are v mutually prime then there exist natural numbers a and b such 
that p — q -  bv — аи. Put k =  pd +  an +  cnm =  qd +  bm +  cnm. Then σ\(ΐ) =  i +  k =
1 +  pd(mod n), £72(7) =  j  +  k =  j  +  qd(mod m). This implies Хц =  Xi+pd,j+qd- The las means 
that the matrix X is decomposed to uv equal blocks F or the dimension d (u blocks are in the

( F  . . ·  F \
block line of X and v blocks in its block column). So, X =  I ................... Є M UXV(F). Now

\ F  · · ·  F /
show that Χη =  xT(i)T(j) for i ,j ^  d where τ  =  (12 ■ ■ ■ d).

As i, j  <  d then for fc =  1 we have Χη =  xak{l)(rk{d) =  Xj+y+i =  * т(і)т(/)·
Let i <  d, j  =  d. As numbers u and v are pairwise simple then 1 =  δν — 'yu for some 

integers δ and 7. Take fc =  1 +  7η +  cnm =  1 — d +  0m +  cnm. Then σ*(і) =  і +  k =  і +  1 +  
7η +  cnm =  і +  l(m od n), cr£(d) =  d +  k ~  d +  1 — d +  δηι +  cnm =  l(m od m). Whence

χ τ( ί) τ (ά )  =  */+1,1 =  χ σ*( ϊ)ο*(ά)  =  XM"
In the same way for і =  d and j  <  d take fc =  1 — d — 7η +  cnm — 1 — £m +  cnm. Then 

cr (̂d) =  d +  k =  1 — 7η +  cnm ξ  l(m od n), cr^d) =  j  +  k =  j  +  l  — 0m +  cnm =  j  +  l(m od m). 

Whence xT(d)T(j) =  * 1,7+1 =  ^ (d )4o ·) =  Xdi-
For i =  d j  =  d state fc =  1 — d +  cnm. Then (d) E d  +  fcE (i +  l -  ii +  cnm ξ  l(m od n), 

(d) =  d +  k =  d +  1 -  d-{- cnm =  l(m od m). Whence χτ μ)τ{ά) =  *ι,ι =  x^(d)^(d) ~  xdd- 

Whence Χη =  *τ(/)τ(/) f ° r z/У ^  d. That is why F =  х ц Е  +  хиРт +  * 13P? Η------ 1- □

Proposition 5.1 ([12]). Let A  =  { O r£ (A )  =  (a,·.)} be a reduced Gorenstein tiled order with 
Kirichenko permutation σ, σ  =  σ\ ■ · · σ3 be a decomposition ο ίσ  into a product o f cycles which 
do not intersect and their lengthes crk are mutually prime i.e. GCF(|(tri)|, · · · , |(<7S)|) =  1. Then

а«ч(') V 2O')
j- ŷy Σ  — ■ ■ ■ =  i^yy Σ  =  ί when t is a natural number.

Proof. Let mfc be a length of a cycle =  Σ^ίσ-^ί)· As (m i,.. .,ms) =  1 then there exist
І

Y Y
integers « і , ..., as such that йі mi +  ... +  я8 ms =  1. According to the lemma 4.1 ^
which is the same as m^Yp =  mpYq. Multiply this equality with aq and obtain aqmqYp =
dqnipYq. Whence Σ  ^q^qYp =  Σ  aqmpYq which is Yp ■ Σ  aqmq =  ' E  aq^q- Taking into

чФр чФр <\Φψ ηφρ
attention the equality (m i,.. . ,  ms) =  1 get Yp ■ (1 — apmp) =  mp ■ Σ  aqYq. Numbers 1 — apmp

чФр
and mp are mutually prime and that is why Yp is divisible by mp for all p. □

Theorem 7 ([12]). Let A  =  {O, £ {A )  =  (oijj)} be a reduced Gorenstein tiled order with 
Kirichenko permutation σ  and let σ  =  σ\ ■ ■ ■ σ5 be a decomposition o f σ  to a product o f  cycles
which do not intersect. Let m*. be a length o f the cycle σ\ =  ( ^  +  1 ^  +  2 . ■ ■ gk +  m^) where

fc-1
gk =  Σ  mj fork >  1 and g\ =  0. Let d η =  GCF(mj,mj) be a maximal common factor o f

M
numbers mi, mj and GCF(m\,... ,  ms) =  1. Then the order A  is isomorphic to an order A ' with

f  £11 £12 · · · £ls ^

Kirichenko permutation σ ' =  σ [ ·  · · σ '3 and the exponent matrix £ £21 £22 ■ ■ ■ £-2s

у £sl £s2 ' ■ ‘ £ss J
nti

where ~  Σ  akcr'(k) -  f £ IN f °r і — Ι /...s. The matrix £kk is a exponent matrix o f

a cyclic Gorenstein order with Kirichenko permutation а'к =  (1 2 .. .  m̂ .) and it is a linear 
combination o f powers o f an permutational matrix P^ (fc =  1, ...,s ). The matrix £ki =

h i ■·· h i
fc ф I, is a j 1 x j 1 block matrix where Fki is a square dki x djy matrix

h i ‘ ' h i
and it is a linear combination o f powers o f permutational matrix PTk, with Tki =  (12 ... dki).

α'σι(') V 2O')
Proof. According to the proposition 5.1 y^yj Σ  =  ■ ■ · =  уу-уу Σ  — t where t is a natural

number. Then each diagonal matrix £*.fc can be reduced with the isomorphic transformations 
to a matrix £kk which is a linear combination of permutational matrix Ρσι such that аго>(г) =   ̂

for і and fc. Then the matrix equation £ц — Ρσι£ηΡ^ =  d iag{«^ (fc)}^ '/  “  ^ijdiag{a.kcri ^ }  for

£η will get the form £η — Ρσι£ηΡ'J, =  0. With using the lemma 5.1 obtain the proposition of the 

theorem. □

Remark 5.1. The theorem 7 describes the reduced Gorenstein tiled orders A  =  {O , £ (A ) — 
(αη)} with the Kirichenko permutation σ  where σ  =  σ\· · ■ σΒ is the decomposition o f σ into 
a product o f cycles which do not intersect whose lengthes is mutually prime. Really this the­
orem describes also a part o f those reduced Gorenstein tiled orders for which there is no any 
restrictions on cycles but the following "more strict" (Ω ) condition holds:



Σ^ί'σι(ί) YL îas{i)
—77— r-j— =  · · · =  —n— =  t, where t is a natural number.

Ito)l 1(^)1

6 T h e  n u m b e r  o f  in d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s  t o  e x pr e s s  a l l  e l e m e n t s  o f  t h e

G o r e n s t e in  m a t r ix

The general solution of non homogeneous equation (9) is a sum of a general solution of ho­
mogeneous equation £η  — Ρσι£ηΡ^, =  0 and the partial solution of non homogeneous solution.

Consider the solution of the homogeneous equation.
Note that a partial solution of the non homogeneous equation depends on permutations 

<7·, σ ' and elements ocko.i(k) afc(7/(fc) which belong to diagonal blocks £,·,· £μ. The general solution 

of homogenous equation is independent on elements of diagonal blocks. That is why we can 
represent the matrix £ as a sum £ =  A  +  В where A  =  (A ,j) ,  В — (Β η ) are block (s x  s) 
matrices and А ц — 0 for all i, Α η  is a general solution of the homogeneous equation В,·,· =  £,·,· 
for all i, Βη is a partial solution of non homogenous solution.

According to the theorem 4 matrix £kk depends on [ ^ ]  parameters. As they satisfy the 
(Q)-condition then there are only

b =
m i  

2 J
+

m 2

L T +  · ■ · +
m s

2 J
independent between them. So, elements od В can be expressed on b independent parameters. 

Blocks A jj and A jj are solutions of the system A  η +  Ρσ>Αμ =  0, A  μ  +  P ^ A j- — 0. That is

why Α μ  =  —Pp/A jj and elements Α η  and A  μ can be expressed with the same set of parameters.

According to the lemma 5.1 the solution of the equation is a block (u x  v) matrix

Αη =
Fn · ·· FH

where Fij Є M d..(Z ), djj =  (mf/w;·), m,- =  dqu, nij =  dl}v.
In this case the matrix Fjj is a linear combination of powers of permutational matrix PTjj 

where τη =  (12 ... dij), i.e.

fc= 1

Whence matrices £η and £μ  depend on άη parameters. Then matrix A  depends on a =
S

Σ  du parameters. Whence we have got that £ depends on а +  b — Σ  ['ψ ] — (s — 1) +
i<j k=l

Σ  { m i ,  rrij) parameters.
l<i<j<s

Equivalent transformation of the second type do not change values of elements of a matrix 
(they change only position of elements) and that is why the general quantity of parameters 
а +  b does not change.

Equivalent the first type transformations of the matrix £ can be used either over the matrix 
A  or over the matrix B. Diagonal blocks £ц  of the matrix В already are of the special form

(the first column is zero) with the help of which they depend on the minimal quantity of 

parameters. Parameters a[l' \ a ^ )  are in each line of the matrix Αη i.e. in each line of the 

z-th block band of the matrix A. Use the following the first type transformation. Subtract the 
integer t from all numbers of the г-th horizontal block band and add this t to all numbers of 
the г'-th vertical block line

Under such transformation the form of diagonal blocks of £ц w ill not be changed and so 
as diagonal blocks of B. The г'-th block line and z-th block column will be consisted of new 
matrices Α η  =  Α η — tUjj, Α μ  =  Α μ  +  tUjj.

As Α μ  =  —Pg-iAjj then A {j =  -P ^ A j. +  І Щ  =  -P ^ A j.  +  tPa,Щ  =  - Ρ σ·(Α η  -  і Щ ) т. In

dij ....
this case Fij =  Fij -  tUij =  Σ  K  ~  0 ( * У * ·

k=\
Denote — я[,у) — t, k =  1 ,2 ,..., άη. The new matrices Αη and Αμ depends also on 

άη parameters α[η\ a^\ If consider t =  for some k then — 0 and the number of 

parameters for express all the elements of the matrix Αη will decrease by one.

The matrix A  contains s horizontal and vertical block lines and columns. Subtract f ,· =  α[ι1̂ 
from all elements of z’-th horizontal band (z =  2 ,..., s) and add it to all elements of the z-th 
vertical block band. Then the number of parameters of A  will decrease by s — 1.

Whence the number of parameters to express all the elements of a reduced Gorenstein 
exponent matrix with equals to

L  i^ r l  -  2(s -  1) +  Σ  i mi' mi )
fc=i i<i<;'<s

parameters.
This result coincides with one which is got at [13]. Nevertheless we state the elements of 

matrix which can be considered as independent.
This result is obtained at [13] in a following way. Consider an exponent matrix A  =  (αη) 

with correspond Kirichenko permutation σ  which can be decomposed to independent cycles 
of lengthes l\,.. . ,  lq and q is the number of cycles.

Denote =  й/сд for every k, 2 <  k <  n. For arbitrary r, 0 <  r <  q and for every k, nr +  2 <  
k <  n denote also =  йПг+і,а:· Consider the variables and z^ r as parameters.

After this one can get formulas which are analogous for (5). Nevertheless parameters are 
not independent and there are some linear equalities which contain parameters. Finding the 
defect of the linear equations system which is consisted of these equations gives the quantity 
of independent parameters.

This system of equations and correspond quantity is found in [13].

7 T h e  s u f f ic ie n c y  o f  t h e  c o n d it io n  (Ω )  FOR c o n s t r u c t in g  t h e  e x p o n e n t  m a t r ix

WITH GIVEN CYCLIC GORENSTEIN MATRICES ON THE M AIN  BLOCK DIAGONAL

Consider an exponent matrix £\ with the permutation σ\ =  (12 ... m) and an exponent 
matrix £2 with the permutation (72 =  (1 2  . . .  n) .  Let the condition (Ω )

Σ^ί(7ι(ί) Σ  аг>5(г)

К^і)! I (σ-s) I



holds. We will show that there exists a reduced Gorenstein exponent matrix

H i ' . t )
with correspond permutation σ  =  σχσ^, where σ '2 =  (m +  lm  +  2 ... m +  n).

From the above the matrix £12 is f dimension m x n and the matrix £21 is of dimension
n x  m.

We have an equations system using which may find the matrices £\ 2 and £21

£ 1 2  +  Ρα[ε Ι ι  =  d ia g {a fc(7/W }L7i2, 

£21 +  Pa'2E h  =  d i a g { a fa/2(fc ) }W 21·

This system can be rewritten as

E A 
В E

(10)

where Ε , Α , Β  Є M m„ (Z ) ,  A  =  (A j j ) is a block m x  n matrix, В =  (Βη )  is a block n x  m 

matrix A n  are matrices of the dimension n x  m, B,·,· are matrices of the dimension m x  n

(  «1 \
such that Α η Cja, (i)' Bjj ^jd2(O' ^ , b =

\ b~n /
/ a i =  а іа ,(і)й п and а і Є Z n,

\ a m )

bi =  0іі(Гг{і)йт e  Z “
Multiply the first block line of the system with ( — B) and add it to the second line. After 

this obtain

E A 
0 E — BA

a
b — Всі

(11)

m m
Here BA =  C is a block n x  n matrix where C,·,· =  £  BtkA kj =  Σ  eka2(i)eia,(k)· More exactly

k=1 Jfc=l
m m

Cij =  0 for У φ σ2{ΐ) and Q w a  =  Σ  Єка2(і)̂ сг2(і)сг,(к) Е  ека,(к) Рсг\ ·
fc=l fc=l

The linear equations (10) is consistent if and only if the linear equations system (11) is also
consistent.

/ C\ \

Consider the linear equation system ( E — BA | b — Ba ) ,  where b — Ba — c

m m
Cj == bi — Σ  Bik^k М-ісг2(і)ЇЇт ~~ Σ  Cka2(i)^ ka,(k)^ n . 

k=  1 k = 1
T

As ека іі)йп = e k =  I 0 0 ... 0 1 0 ... 0 I , then

V

k-\

c i — л ісг2(і)^т ^ka,{k)^k
fc=1

 ̂ <72 (/) α1σι(1) ̂

а /сг2(і) — ^·2σι(2)

V a î 2 (i) — л та,(т) /

The system ( E — ΒΛ I b — Вя ) appears to be of the form

/ E ~Рог Cl \
E - P a , Cl

E - P ol Cm—1

V -P o x E Cm /

(12)

Multiply the fc-th block of the system by P^ , k =  I, m — 1 and add it to the last one. After 
this obtain

(  E ~Рог Cl \

E - P a , C2

E - P a , Cn — l
0 0 . . .  0 E - P " Pa,Cl +  P *C 2 +  . . . +  P ^ -1Cn_  1  + C n J

The linear equations system (12) is consistent if and only if so as

( E — Р"г I Pa,Cl +  РДсг +  . . . +  Р™ ~гСт - 1  +  c m ) .

Consider the square matrix E — P” Є M W(Z ). Let m =  du, n — dv where d 
(м, г?) =  1. We can consider that m >  n.

Then

(13)

( n , m ) ,

Ε - Ρ ησχ =

u — v

where E Є M ^(Z).
Add all the block lines of the matrix E — P" to the last one and obtain the zero block line. 

Whence rank{E — P"J <  n — d. From another hand the lemma 5.1 yields that the solution X 
of the equation X — ΡσχΧΡσι =  0 belongs on d parameters. This lets to find the matrix defect of 
X as def X  =  d.

Whence def (E — РД) — d and rank (E — P”} ) =  m — d.
Divide the system (13) into u bands of the width d and add all the lines to the last one. Then 

the last band w ill become zero.
The system (13) is consistent if and only if the last band of the expanded linear equations 

system is equal to zero.



So we get Pak =  Σ  eiak{i) 
1 k=\ 1

Then

' c‘k Σ ι  eicr!f(i) '
k=1

^ ^ісггіі ) Λ 1σ-ι(1)  ̂

α κ7·2(ί )  ~~ α 2σι(2 )

V ^і<72(/) ~  ama-[(m) J

>n—l ~

α η σ ι(η ) 

α 1σι(1)

V α̂ ι« У
Cn “I- +  Pj^C2 +  · · · +  ίρ-j Cn_ і (^l£72(l) +  · · · +  ^ησ2(η))^η

(  {

(  a l(7j(l) \ 

« 2 ^ (2 )

\ ^mai(m) /

^  a 2crj(2) ^  

\  α 1σι(1 ) /

+

^  a 3 ^ (3 ) ^

a l<7i(l)

V a 2^(2) /

V

α η σ ι ( « )

^ ma\{m)

У α«—lcr1 (η—1) J

Add all the bands of the width d  to the last one and obtain

n m

u  ^ka2(k)^d ~~ V Bika2{k)^d =  ®d· 
k= 1 k=\

Whence the system (13) is consistent. Then the former equations system is also consistent. 
This means that the condition (Ω ) is sufficient for constructing an exponent matrix with given 
cyclic Gorenstein matrices on the main block diagonal.
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Розглядаються горенштейнові черепичні порядки. Доводиться, що необхідна умова для 
побудови горенштейнового черепичного порядку, у якого на головній блочній діагоналі сто­
ять задані циклічні горенштейнові черепичні порядки, є і достатньою.
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Рассматриваются горенштейновьі черепичньїе порядки. Доказьівается, что необходимое 
условие для построения горенштейнова черепичного порядка, у которого на главной блочной 
диагонали стоят заданньїе циклические горенштейновьі порядки, является и достаточньїм.
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PROBLEM FOR HYPERBOLIC SYSTEM OF EQUATIONS HAVING CONSTANT  

COEFFICIENTS WITH INTEGRAL CONDITIONS WITH RESPECT TO THE TIME 

VARIABLE

In a domain specified in the form of a Cartesian product of a segment [0, T] and the space IRp, 
we study a problem with integral conditions with respect to the time variable for hyperbolic system 
with constant coefficients in a class of almost periodic functions in the space variables. A  criterion 
for the unique solvability of this problem and sufficient conditions for the existence of its solution 
are established. To solve the problem of small denominators arising in the construction of solutions 
of the posed problem, we use the metric approach.

Key words and phrases: integral conditions, small denominators, Lebesgue measure, almost peri­
odic function, hyperbolic system.
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In t r o d u c t io n

Problems with integral conditions with respect to a chosen variable for partial differential 
equations (PDE s) have become an important area of investigation in recent years (second half 
of the XX century). Their study driven by a need for constructing a general theory of boundary 
value problems for such equations, as well as those problems occur in the mathematical sim­
ulation of various physical phenomena in the case when it is impossible to directly determine 
some physical quantities, but the mean values of these quantities are known. Such problems, 
in general, are ill-posed and their solvability in some cases is related to the problem of small 
denominators.

Problems with integral conditions for PDE s are studied by many authors (see [1,7,9,13] 
and the references there), however these problems were investigated insufficient for systems 
of such equations. Among research works devoted to the study of problems with integral con­
ditions for systems of PDE s are worth noting these [6,10,11]. In particular, in [5] author inves­
tigate the problem with integral conditions with respect to the time variable in p-dimensional 
layer for the first order system of PDE s in a class of finite smooth functions with exponential 
growth for spatial variables. Correct solvability of the problem with integral conditions with 
respect to the chosen variable and 27T-periodical conditions for other variables to the compos­
ite type system of PDE s was established in [6] and [10]. The paper [11] deals with the problem 
with integral conditions with respect to the time variable (in the form of consecutive moments

УДК 517.95+511.2
2010 Mathematics Subject Classification: 35K35,35B15, 35B30.
The work is supported by the State Fund for Fundamental Research of Ukraine (project № 54.1/027)

http://www.journaIs.pu.if.ua/index.php/cmp

Карпатські матем. публ. 2014, T.6, №2, C.282-299

©  Kuz A.M., Ptashnyk B.Yo., 2014

of the required function) for the linear first order system of evolution PDE s with deviating 
argument.

In the present paper we study a correct solvability of the problem with more general condi­
tions with respect to the time variable, including an integral conditions in the form of moments 
of arbitrary order of the required functions and the Dirichlet-type conditions as special cases, 
for the high order hyperbolic system of PDE s with constant coefficients in a class of almost 
periodic functions in spatial variables in p-dimensional layer.

We use the following notations: і — \[—\, x =  (x i,...,x p ) Є R p, dx =  dx\ ■ ■ ■ dxp; 

k — (k\,... ,  kp) Є 'ЖР, \k\ =  |fciI +  · · · +  |; § =  (so , s\,. . . ,  Sp) Є , |s| =  so +  s j  +

• · · +  Sp, |s|* =  2so +  Si +  · · · +  Sp·, μιt =  (цкх>· ■ · t Hkp'j Є R P/ \ІИк\\2 =  ц\х +  · · · +  μΙρ,

\Ик\ =  ІИкх \ н-------ь Икр / (Цк>х ) =  Икххі н------ 1- ИкрХрї Sq is the symmetric group of per­
mutations of first q natural numbers; ρω is the number of inversions in the permutation ω — 
(ι'ΐ,. . . ,  iq) Є Sq·, DP — (0, T) x  IRp; \m is the m x  m identity matrix, Ci is the number of all 
combinations of q elements by r; Cj, j  =  1 ,2 ,..., are positive values, independent of k and μ ,̂ 
[я] is an integer part of a real number a.

1 Sta te m e n t  of  the  pro blem

In the domain DP we consider the problem of finding almost periodic with respect to x 
solution of the problem

/ З2 d \ r_, d2nu(t,x )  n ґ \ no
{ № ’ в і )  M :=  £  As3f W . . ..9//  =  ° ’ (i)

ьг:> -"п
u-l“ l :=  4

X

+  J  triu(t, x)dt =  <pj(x), x  Є R p,

t=o o

U n+j [u ] := ocn+j (Μ ) +  βη+j  J tr”+iu(t,x)dt =  φη+, ( χ ) ,  x Є 1RP,
t—T 
m

(2)

Λ '·*
where j  Є {1 , . . . , « } ;  A s =  as , , ast Є R, А (пД_ 0) =  Im; αι,βι Є R, of +  ф 0,

l,CJ— 1
Г/ Є Z + , 1 Є {1, . . .,2η}, 0 <  Г\ <  Г2 <  ■ . . <  Г2п', u (t ,x)  =  сої (wx(i, x ) , .. . ,um( t ,x ) ) ,  vector- 
functions cpi (x) =  col (cpj ( x ) , . ..  ,φ\n( x ) ) , l  Є {1 ,. . . ,  2n}, are almost periodic [2] with respect 
to x with given spectrum

Щ  :=  {μ * Є R p : μ-k =  - ц к, μ$ =  б, d^k^  ^  \цк\ <  d2\k\92,k Є Z p| , 

where 0 <  d\ ^  di, 0 <  θ\ ^  02, and are expanded in Fourier series

Ψι (χ ) =  E  Ф ік е х р ^ ь х ) ,  (рік =  col , І Є {1 ,... ,2η}, (3)
keZP

http://www.journaIs.pu.if.ua/index.php/cmp


( l 2' V )  ■= det\ / E  · · · b p =  0, (4 )
|S|*=2 n

We assume that the system (1) is hyperbolic by Petrovsky in narrow sense, that is, for each 
vector η =  Є Ш  \ {6 } the roots 7j(rj), j  Є {1 , . . . ,2 nm}, of the characteristic
equation

detL

which corresponds to the system (1), are real and different, and therefore (driven by the ap­
pearance of the system (1)) are different from zero.

At investigation of the problem (1), (2) we will use the following spaces of almost periodic 
functions with respect to x with the spectrum M p:

Н щ  :=  H a (M p;RP), а Є 1R, is the space obtained by closure of space of finite trigono­

metric polynomials of the form v(x)  =  E|fc|siN vk exP (Щк> x)> Iіk Є M p, according to the norm 
function given by [15]

/ \ 1/2

Σ M2 (i + lwl)2 a

Hfa^m is the space of vector functions v (x) =  col (νλ( χ ) , ... ,vm(x ) )  such that Є Hfa ,
q Є {1 ,. . . ,  m),  with the following norm

m

к я ^ „ ,т = E
q = l

C h([0,T],Hfap), h Є Z + , is the space of vector functions u(t,x)  =  IjteZP*4(0exP (Щкгх )> 

Цк Є Mp, uk(t) =  col(uk( t ) , . . . ,  unkl(t ) ) ,  such, that for any fixed point t Є [0, T] all derivatives

d’u(t,-)/dti =  EkeZP 4 7)( 0 ехР (Щк'х)> j  Є {0 ,1 ,.. . ,h}, belong to the space Hfa and are 
continuous with respect to the t according to the norm of this space,

u-,Ch({0,T\,Hfor ) - У  max
;t o fe[o,t\ d ti' MP'm

h m
■ У] У] max I
β & Φ π  u tz p

d’ uUt)

dV

1/2 (5 )

(1 +  \Цк\)
2 a.

C^jpm(DP) is the space of vector functions u(t,x)  =  col(u1( i ,x ) , . . . ,um(t ,x ) ) ,  which are 

/ι-times continuously differentiable in DP with respect to all variables and almost periodic for 
x with the spectrum M p uniformly by t Є [0, T], with norm given by formula

Ї С м р,тФР) =  Σ  Σ  sup
<?=10ϊξ|§|ζ/ι

3lsV ( f , x )
dts0dx\' · · · дх/

Сщ  т ( ^ p) is subspace of vector functions from (DP), independent of t.
If cc >  p/(201), then such embeddings are valid (see [3] and the references given there):

c  c k * ( RP) ' ^ № . П н ^ ) с С ^ т(О п ,  , < = z + . (6)

2 U n iq u e n e s s  of  the  s o l u t io n

Almost periodic with respect to x with the spectrum M p solution of the problem (1), (2) we 
seek in the form of the vector series

u ( t , x ) =  Σ  М * ) е х р ( іц к,х),  ЦкЄМр.
keZ P

(7 )

After substituting series (3), (7) into the system (1) and conditions (2), we receive that the each 
of functions Mjt(i), k Є Z p, is a solution of this problem:

i d 2 \ d2so
L[dt2'ίμη W) := Σ ίΐ5]Α&1\···ΗΪρ-£2Γ0Μ*) = б,

'  '  |s|*=2n
(8)

щ т  ■■= + f t /  m m  =  φβ,

d2^~^Uk(T) ί
U n+j[u\  · <X-n+j  ̂β η + j J  t n+iU k ( t ) d t  =  (pn_^jk, j  Є {1 , . . . , n } ,

(9 )

If k =  б (μ$ — 6), the system (8) has the form

/2 n

dt2" ov

and so, each component u^(t), q Є { I , . . . ,  m}, of the solution M g (f) =  col ( u l ( t ) , W g  ( ί ) )  
the problem (8), (9) is a solution of this problem for scalar differential equation:

d2 n

dt2n 0

d2^ ~ ^ u l(0) ]■
и№  :=  ar - ^ 2( j - i )  +  β} J  eiu№ dt =  ν-,ο'dt2(j- 

d2U-V id (T )
Un+j[ug] :=  OCn+j dt2{h l )

0

+  β η + j J  t r»+>Uq~ ( t ) d t  =  < ^ + .g , j e {  1 , . . . ,  n } .

(10)

(11)

The characteristic determinant Δ(0, T)  of the problem (10), (11) for each q Є {1 , . . . ,  m} has the 
form

Δ(Ο,Τ)

αι^ι°(0) +  β\
j r i+ l

n  +  1
й1^2п(0) +  β ΐ

j r i+ 2n 

П + 2  П

anS?{n 1](0 ) + β „

ttn+lS^T) +  βη+1

j r „+1

ΐη +  1 

j r n+i+ l

r n+ 1 +  1

CCnS "̂ 1}(0 ) + β „

κ η + 1 $ η + · ΐ(Τ )  +  β η + 1

7 -r„+2n 

rn + 2n

JT«+l+2η 

r n+ 1 +  2n

a2„s12(n- 1)(T ) +  ^2„
7̂ 2«+1

r 2n +  1
*2»s2- 1](Τ )+ β 2 η

j r 2„+2n

r2n +  2 n



where

sf-%) =
0, j  < 21-  1,

J - 21+ 1 j >  9/ _  i /  Є { l , . . . , 2 n } ,  Z Є { l , . . . , n } .
( j  — 21 + 1)! ' ; - " i ' l '

If condition Δ (6, T) Φ 0 holds true, the unique solution of the problem (10), (11) always 
exists for each i/ Є {1 , . . . ,  m }. These solutions are expressed by formulas

“ s ( i ) = 4  €  { 1 .....................m > '  < 1 2 )

where by Δ ν (6, T) we denote the cofactor of the entry in the Z-th row and ;-th column in the 
determinant Δ (6, T).

Remark 1. ί/Δ (6, T) =  0, then the homogeneous problem corresponding to the problem  (10),

(11), has nontrivial solution u~(t) =  col (ΰ ΐ ( ί ) , . . . ,  where ul ( t )  =  q Є

{1 and coefficients Cjq, j  Є {1 ,... ,2n}, are solutions o f system o f linear algebraic
equations

r E c ;,(«4sfM)( +  =

Ε ς ,  +  β η + , £ ^ ' )  =  < +,л , < є  { і .......Я }.

Now we consider the problem (8), (9) for all \ik Є M p \ { 6}. The characteristic equation 
corresponding to the system of ordinary differential equations (8), may be expressed in the 
form

d e t i  ( τ 2 , ίμ Λ  :=  E  (—l ) p"  Π  (  E  ‘ 4 ^ 4 ' · · > ' ? ,  I = 0· <13>
o>eSm q= l y|s|+2so=2n J

Obviously, that roots 7jk of the equation (13) are defined by formulas

7jk =  n j(Hk),  j  Є 2nm}. (14)

In (14) by 7y( f̂c)/ j  Є {1, · · - ,2nm}, we denote roots of the equation (4) at η =  цк,}ік Є M p\ {6}; 
moreover =  —7^, q Є {1 ,. . . ,  nm}, and following estimates hold [4]:

І7;* К  C i(l +  \цк\), j  Є { l , . . . ,2 n m }, ц к е М р \ { 0 } ,  Q  =  (2пт)Р max { a s t } .  (15)
|s|*=2m 1

The fundamental system of solutions of the system of equations (8) is as follows (see [14, p. 
116]):

{ujk(t) =  hjkexpi'Yjkt), j  Є {1 , . . . ,2 ш я }} ,  k e  \ {б },  (16)

where by
hjk =  col (hfk> . . . , h p ,  j  Є 2 nm}, (17)

we denote some nonzero column of the matrix 2к,іцк) which is adjugate matrix of the

matrix L (7yfc, іЦк)· Obviously, that hnm+jrk =  hjk/ j  Є { 1 , . . . ,  nm } .

Solution of the problem (8), (9) may be expressed by the formula

2 nm _

=  E  c A k  ехР (т jkt), k e  Z p \ { 6},
/=1

where constants Cjk, j  Є { 1 , . . .  ,2 n m } ,  are defined from this system of linear algebraic equa­
tions

2 nm . ,
E  c jk ( * ipj  +  I jk ) )  hjk =  Фік> / e { 1, . . . , 2 n } ,  (18)
/=1

where for all І Є { 1 , . . . ,  2n} .

ί ) Ϊ ~ Χ\  1 < l ^ n ,

P j = {  j e { l , . . . , 2 n m } ,  (19)
^2( i - n- i )  exp (? .fcT)/ n +  1 ^  ^  2n,

I,(z) =  j  t "  exp(z l)dl =  +  E  T- ^ r -  e x P (2T> · <20)

The determinant of the system of equations (18) matches with the characteristic determi­
nant А(цк, T), цк Є M p \ { 6}, of the problem (8), (9) and has the form

М и к, T ) =  det I] Uq[hjk ехр(т jkt ) ]\\рІЦ'^т

h k  ( « 1^1 + ^ i i i (7 i f c ) )  ^2 nm,k ( a l  P lnm  +  P l h b l  nm,k) )

h k  ( К2пР І П +  ]S2n i2n (7 lfc )) • · · ^2nm,k (^ZnPjnm β 2 η ΐ2 π { ΐ ί 2  п ш ,0 )

The problem (8), (9) can not have (see [16]) two different solutions if and only if А(цк, T ) ψ 0, 
Ик є Mp \ { 0}.

Theorem 1. For the uniqueness o f a solution o f the problem  (1), (2) in the scale o f spaces 
C2n ([0, T], Н щ ) it is necessary and sufficient that the following condition be satisfied

УЦкЄМр А (Ик, Т ) ф 0 .  (21)

Proof. Necessity. Suppose that for some цко Є Mp А(цко, T) =  0 holds. If k° =  0, then homoge­
neous problem, corresponding to the problem (8), (9) at k — 0, has nontrivial solution ut( t )  (see

Remark 1). If k° ф 6, then exist nontrivial solutions uko(t) =  Cj,k°hjfk° exp(7^ 0i) of the
homogeneous problem, corresponding to the problem (8), (9), where C jk0, j  Є {1 , . . . ,  2nm}, 
are defined from homogeneous system of equation, corresponding to the system (18) at k =  k°. 
Therefore the homogeneous problem, corresponding to the problem (1), (2), has nontrivial so­
lutions u t(t ) or u(t, x ) — ІЇко ехр(іцко, x), k° ф 6, and if solution to the problem (1), (2) exists, 
it won't be unique.

Sufficiency. Let the condition (21) holds true. Suppose to the contrary that there exist two 
different solutions u\(t,x), U2( t ,x )  of the problem (1), (2) from the space C2n([0, T], ).



Then the function w (t,x ) =  U2(t ,x ) — U\(t,x), which belongs to the space C2n([0,T],H fa  ), 
is the solution to the homogeneous problem, corresponding to the problem (1), (2). More­
over, functions w(t, x ), L[w], Uj [w ] ,  j  Є {1 ,... ,2n}, are almost periodic with respect to x with 
spectrum Mp and expand into Fourier series of the form (7). The Fourier series of functions 
L[w] and Uj [w ] ,  j  Є 2 n}, match with the series obtained by applying operators L and
Uj,  j  Є {1 ,.. .,2n}, to the Fourier series of the vector function w (t,x ) respectively. Each of 
the Fourier coefficients $*·(£), k Є Z?, of the function w(t, x ) is the solution of homogeneous 
problem, corresponding to the problem (8), (9). Because А(цк,Т ) Ф 0 for all ]ik Є M p, then 
homogeneous problem, corresponding to the problem (8), (9), has only trivial solution for all 
Цк Є Mp and therefore wk(t) =  0, f Є [0, T], k Є ΈΡ. Hence, on the basis of Parseval equality 
we obtain that w(t, x) =  0 in the space C2"([0, T], Н щ ), i.e. u i(t, x) =  и2(^ x). □

3 Existence  of  th e  s o l u t io n

Let condition (21) holds true. Then for each цк Є M p the unique solution uk(t ) Є C2n ([0, T ] ) 
of the problem (8), (9) exists and the formal solution u (t,x ) of the problem (1), (2) may be 
expressed in the form

(2  nm ^ \
E  CA  exp(?,*0 exp(z>fc, x), (22)

i=1 '

in which

jk  =  Σ Σ  Α ( μ Ι , Τ ) -------f ‘k' (23)

where by Аш(/-і)+о,/'(^' T) we denote the cofactor of the entry in the (m(/ — 1) +  q)-th row and 
;-th column in determinant А(цк, T) and components of vector w g ( i )  are defined by formulas 
(12).

While proving the existence of a solution of the problem (1), (2) in the scale of spaces 
C2n([0, T ], Н щ ) we will need following lemmas.

We also denote
Ci ■= (% +р+іСг max {a\’ ,}, C3 =  (m -  l)! (C 2)m %

r |s|*=2 n 7

C4 =  Сзітах^{|а/|(Сі)2(п~1),|^/|Гг+1/(г/ + 1 ) } ,  C5 =  (2nm -  l) !(C 4)2nm.

Lemma 1. For components o f vectors (17) such estimates hold true

\hqjk\ ^ C3(l +  |̂ fcl)2"(m_1), Ч Є {l,...,m },;' Є {l,...,nm}, ftG M p\{6}.

Proof. By ^qii/Yjk)/ q> I Є {1/ · · · / w }, we denote the element in the i/-th row and /-th column in 

the matrix Ц 72., іцк), j  Є { 1, . . . ,  nm}. Note that Λ,/В Д  -  E|§|*=2n ' ‘ ' and
following estimates hold

\ \ lh jk ) \  ^  C2( l  +  |^|)2” , q,l Є { l , . . . ,m },/  Є { 1 (24)

Now we fix a column with number 1 =  1* in the matrix L(yjk, іцк). Then components ĥ k of 
—*

vector hjk are cofactors of elements Aqj,  (7;fc),  ̂ є { 1, . . . ,  m}, in matrix L(y jk, іцк) respectively. 
They may be expressed in form

m
h<jk =  Σ  ( _1 )Ρω Π  Aii,lbjk)> q e { l , . . . , m } ,  j  Є { 1, . .. ,nm}. (25)

o>€Sm_i /=1
Іфг.і,фц

Based on (24) and (25) we obtain that
m
П  М - И  < C,(l + |W|)2”(" - 1). /є {1.......nm}, ,€ {1 ........m ).

1=1,1̂=1*

The lemma is proved. □

By ip(ci) we denote the function of discrete argument, defined on the set { « 1, . .., a2„ }  as 
follows:

ip(otj) :=  0, ocj =  0, j  Є In } · ip(ut) =  rp(ocn+i) =  2(1 -  1), αζ ф 0, І Є {1 ,. . . ,  и}.

Lemma 2. For cofactors Дш(/_ 1)+і?//(^ ,  T), q Є {1 ,.. . ,  m}, І Є {1 ,.. . ,  2 «},/  Є {1 ,.. . ,  2nm}, o f 
the determinant А (цк, T ), цк Є M p \ { 6},  such estimates hold true

2 n

| Δ »(Ι-1 )  м М ·  Г )і «  C s i 1 +  ψ (α , )  -  ψ ( « , ) ·
j=1

Proof. At first we hold some auxiliary estimates. On basis of formulas (19) and (20) we receive 
inequalities

Л+/ <  \pj\ ^  ( l  +  l ^ l ) 2 ^ - 1),  І Є {1 ...........я } , / Є  {l, . .. ,2 n m }, t Є [0,Т], (26)

τ

/ j ri+l
|fr'e x p ( 7 ,*f)|df ^  1 є  {1 , · · · ,2 η } , ;  Є {1 , . . . ,п т } .  (27)

By Srj(^ k) :=  h^ociPj +  β ι Ι ι ( Ίβ ) )  we denote the element on the entry of r-th row, r =  m(l — 
1) +  q, 1 Є {1 ,.. . ,  2n}, q Є {1 ,.. . ,  m} and ;-th column, j  Є {1 ,.. . ,  2nm} in the determinant 
А(цк, T ). On basis of formulas (26), (27) and Lemma 1 we obtain that

M w )|  <  I ^ K M  |p,!| +  Iftl Ц(7,г)|) <  C4( 1 +  (28)

Cofactors ^ m(i-i)+c),j(Fkf T), I =  { l , . . . , 2 n } , q  Є { l , . . . ,m },  / Є {l,...,2 n m }, maybe 
expressed by formulas

2'.nm
^mil-tf+qjiFk/T) =  E  (~  1)^W П  г̂,іг(Ик)· (29)

“ e W l  ^ 4 Г - і)+ ,
>r¥=j

On basis of (28), (29) we receive that

2nm
|Δ„(ί-ι)+,,/(№,Τ)| < (2пш -  1)! П  I^/(W)I < C5(l + |w |)2»(»-D(2»»,-.)+f,,

where I =  {1 ,... ,2n}, s Є {1 ,. . . ,  m } , Є {1 ,... ,2nm}. The lemma is proved. □



The series (22), in general, is divergent because of the expression \А(цк, T)|, being different 
from zero, can take arbitrarily small values for an infinite number (for some subsequence) of 
vectors Цк Є Mp.

Theorem 2. Let condition (21) holds true and there exists a constant η >  0 such that for all 
(except for finite number of) vectors Цк Є M p such inequality holds

|A(W,T)| >  (1 +  М Г ' ' .  (30)

I f  φι(χ ) Є Нд![ m, ξι =  ос +  2п(2пт(т — 1) 4-1) +  η 4- Y/, І Є {1 , . . . ,2п}, then there exists a

solution o f the problem  (1), (2) from the space C2n (jO, Г], WJvip)  which depends continuously 

on the functions ψι (x) , І Є {1 ,. . . ,  2n}. This solution is given by formula (22).

Proof. On basis of formulas (5) and (22) we obtain estimate

(m 2 n
ΰ ·,Ρ »φ ,Τ ],Η «Μ ) =  E E  max ,

q= l r= 0  J \

dru l(t )

dtr + E
keZ P \ {0 }

dtr

1/2

max
=1 r=0 V ie [0,T]

drul( t )

dtr + E
keZ P \ {0 }

max
t€[0,T]

drK ( t )
dtr

( 1  +  \l*k\) 

1/2

2 α

(1 +  ІИк\)
2а (31)

in which ul(t ) ,  q Є {1 ,. . . ,  m}, are defined by formulas (12), and

2  nm
“2(0 = E c jkhCjk e x P b j k t ) ,  k e Z P \  {6},

i=1
(32)

where hP-k, s Є {1 , . . . ,m } ,  are components of the corresponding vector (17). Constants Cjk> 
j  6 2nm }, are defined by formulas (23).

From formulas (12) it follows that
2  In

< c 6E
M

where constant Сб depends on T  and a/, /3/, η, І Є { 1 , .. . ,  2n } .
On basis of (15), (23), (32) and Lemma 1 we obtain that

max
te[o,T]

Λ  
j. 0

, s Є { ! , . . . ,m}, (33)

max
fe[0,T]

dru l( l )
i t ’

2 nm m 2n

<&EEE
;=1, - 11-1

&m(l-l)+cj,j(Hk> T )
M l  a + i w i )

2n(m-l)+r (34)

max
te[0,T]

|Δ(Λ ,Τ)|

where r Є {0 ,1 ,.. .,2n } and C7 =  Сз(С і)2".
Taking into account (30), (34) and Lemma 2, we obtain following estimates:

i 2 BmC5C7 E E j ? ’ |(l +  |W |)4””J(" “1)+''l+,+'-r  = 0,l...... 2n. (35)
Ut g=lZ=1

From estimates (31), (33) and (35) follows that

2  n m /  \ 1 / / 2  2 n
i(;C2"([0,T],Hb ) iCeEE E Ml (i + lHtl)24' = QE

/= 1 £7=1 \ k e  ZP /  /=1

where Cg =  2nm тах {С б ,2птС5С7}. From the obtained inequality follows the proof of the 
theorem. □

Remark 2. I f  in Theorem 2 oc >  2n +  p/(2Θ\) then, according to (6), such embedding is valid 

C2n ([0, T], Нмр) c  с м” ,т ( ^ p) anci solution o f the problem (1), (2), defined by the for­
mula (22), is a solution in the classical sense.

4 E s t im a t e s  o f  s m a l l  d e n o m in a t o r s

Let's find when the inequality (30) holds true. To do this, we show that A{}ik, T ), as function 
of variable T, is a quasi-polynomial and apply Theorem 2.1 from [9]. We denote by J z, z Є N , 
the set of all vectors of the form J =  ( jx,. .. , jz), ji Є {0 ,1 }, І Є {1 ,. . . ,  z };

A (ocb . . ., DC\j . . ., 0C2n,. . ., 0C2n)r В =  (βΐ> · · · r β\, · · · / β2n/ · · · / βΐп)і
" V  X  Χιιι.ι II
m m  m

R (Г і,. „  , Η, . . ■ , Г2п, ■ у  , ?*2nJ/ P k — ( l i l k /  · · ■ / Tnm,fc/ l i l k / ■ · · / linm,k)>

m m

by Bq, Rq,Tqkf Ч Є {1 ,. . . ,  2nm}, we denote coordinates of vectors A, B, R and Г respec­
tively, Τω  ̂ (Γ iltkr ■ ■ · / Гг2Птл ) ' ^  =  (*1/ · · · / *2nm) Є S2nmr

Vj =  ( P j , . .. , P j , . . . ,  P jn, ... ,  Pfn), j e {  1........2nm},
■ v
m

by Hsj, s,j Є {1 ,. . . ,  2иш}, we denote values defined as follows:

Hmi+q,j =  Hqj =  h q  Є {1 ,.. .,m }, І Є {1 , . . . ,2n -  1}, ; є {1 ,. . . ,2 и т },

where are components of vectors (17).
Further, we will need the following proposition which is proved in the paper [7].

Lemma 3. For arbitrary Xq,yq Є C,q  Є {1 ,. . . ,  z } , following equality holds true

П  ( X q + y q ) =  Е - - - Е П 4 Ґ іУ / ~ ;'·
q= 1 /і= 0  /2= 0  ( j= l /= 1

For each Є Mp \ { 6}  the determinant А(цк, T ) can be expressed by the formula [8]

2nm

МиьТ)= E (-1)'’"П ніи(ач̂ .ч + ві '(к‘>'г·,.*))' <36>
weS 2 nm q= 1

where /i? is the element at number q of the vector V^, and

r

U R ,,T i, i )  =  J  tR< exp ( r v t f ) *  =  Єк,(Г,іД,Т )ехр  ( τ Γ ,μ )  -й к Д Г і^ О ),  (37)
0

Rij+1κ·)+1 ( —і ) г+1к J tR4~l+1 
QRq(Tiq, h t ) =  E  (p. kjn ' € {1 ,.. .,2nm} . (38)



On basis of formulas (36), (37) we obtain that

2 nm .
Н и ь Т ) =  E  ( - і ) ^ П % Л К ^ - вА ( г - ,> ° )]

wes2„ra q= 1 (39)

+  BqQR^ k>T ) exp(TTiqik)^ .

Formula (39) on basis of Lemma 3 may be expressed in the form

& (Ик,Т )=  Σ  ( - 1)Ρω E  &u(b>,J,T)&2k(u>,J,T),
WZ-Sbm ] £ j l  nm

where

2nm . . .
&lk(u>,J,T) =  Π yBqQRqiXi^b T ) exp (T rii?/jt)) ’  =  Β(/)0/(ΓωΛ/ T) exp(T(/, r^ jt)), (40)

i= l

2«m 2nm . . .·
в(/) =  П ( в» ) ' ' '  β/(Γα,,ί,τ) =  Π № , ( Γ/μ-τ ) ) ' -  ( « )

q=l ?=1
2 nm

(// Γα,^) =  E  ί^ ίηλ ' J ^ ifonmr ω  Є Slnmr (42)
<7=1 
2wm

Δ 2*(α;J ,T ) =  Π  (A,V;y -  В ^ Д Г ^ О ) ) 1" "  . (43)
/= і

The formula (43) by opening brackets, in view of (38), can be expressed in the following 
form

( 2 nm \
τ  Σ  O1-.№ / ,*  ] + P2k(u,J),  (44)

l=nm+1 /

where values Рік(ш> 7)/ Рік (α;, J) don't depend on T.
On basis of (39), (40), (44), we obtain the following expression for А(цк/Т)

А (Ик,Т )  =  Σ  ( - ! ) Ρω Ε  0/ (Го ;,ьТ )ехр (Т (/ ,Г^ )), (45)

where Q/(ra,,k>T), ω  Є S2nm, ]  Є J^m/ are some polynomials of variable T  with complex
coefficients, such that

degQjiXu k, T ) <  max {deg Q j(Tu) k, T ) }
Ĵ Ulnm
Inm Inm (46)

=  E  degQRi (r /,Jfc/'r ) =  E  =  m(rl +  · ' · +  r2n)·
? = 1  9=1

Estimates (46) we obtained by using (38) and (41). From (45) follows that A (jik/ T ) is a quasi­
polynomial of variable T.

For each цк Є M p \ {0 } we consider the function А(цк, r )  defined of interval (0,oo) by
formula (45), where T is replaced by r. On basis of formula (45) and inequalities (46) А (цк, τ )
can be expressed in the form

Δ (μ * ,τ ) =  E  F/(T) exP (T (/ 'r k))/ (47)

where F j(r ) is the polynomial with constant coefficients of degree Nj, N j ^  т ( г г +  · · · +  
Tin), and the number of terms with different exponents does not exceed 1 +  2nm+1. From the 
formula (47) follows that the function А (ц к, r ) is analytic on interval (0, oo). We analytically 
continue it on ]R and obtained function we denote by D :=  D (}ik, τ ).

By E(Dre,[0,b]) we denote a set of т Є [0,b], b Є R+, for which the inequality
\D(}ik, τ)| ^  ε holds. On basis of Theorem 2.1 from [9], given that Re(J,r*·) =  0 (it's follows 
from (14)), for each цк Є M p \ { 6}  following estimate holds

/ 4e \
mesR£(D,6,[0,b]) ^  С9В(цк) / C9 =  C9(N,b),  (48)

where

N  :=  Σ  (1 +  N/) <  ( l  +  2 "w+1)  ( l  +  m(ri +  . . . + r 2) ) ,  (49)
JeJ2nm

В(цк) :=  1 +  max |(/,Г*)|, цк е М р \ { 0}, (50)

G(Hk) =  т а х ^ {| (^ т у - і о (^ , т )| т=о (В (^ ) ) - / } ,  цк е М р \ {  б }. (51)

Taking into account (15), (42) and (50) we obtain

В ( Ц к ) <  C 10 ( I  +  \Ик\) , Сю =  2nmC\.

Lemma 4. There exists a number δ(α,β) e  N , α =  ( « і , . . . , α2η) , β =  (βι, ■•■,βΐη), such that

=  {  ° ' η < δ (α ,β ) ,
=0 \ S @ ,$ )lC u (jS i,t,f)W frk), q =  S@,p),  κ ’

where r =  [г\,... ,  r2n) and by \М(цк) =  det \\hjky!jk 1 ||j=j' ”'2”m we denote the value o f Wron- 
skian o f the system o f functions (16) at point t — 0.

Proof. We denote g i j^ k, τ ) :=  atPj +  jfyi/(7/fc)/ /,; Є {1 ,... ,2n}, where Pj, Ii (yjk) are defined 
by formulas (19), (20) respectively. We have following extensions:

2n- 1 j 4

ехр(тjkr )  =  Σ  ΤΓτ<? + τ2" ^ ( τ)' І  є { h . . . , 2 n m } ,
q=0 4·

I  2η—1 уЧ

h b j k )  =  j  tn exp(7jkt )dt  =  Ε  ^  +^  + 1) τΓ|+ί?+1 +  τΓ,+2”+1^ ( τ ) ,  (53)

where / Є {1 ,.. . ,2n} , j  Є {1 ,.. .,2nm};

P}  =

i f  1}, 1 < l ^ n ,

^  7?fc+2(i_n_1) , / Є {1,.. .,2nm}, (54)
E  -----j—— τ<] +  T V/fc(r), я +  1 ^  I <  2«,
q=o 4-



where ν β ( τ ) ,  V j ik ( r )  — (77 +  2n +  2) _1 f j  V f i ( t ) d t  are some analytic in a neighborhood of the 
point τ  =  0 functions. We rewrite the extension (54) in the form

1 ί  / ί  II,

P j =  { V  T l-2 V -n -l) _4„_ 2i+2„  ____________ (55)

q = 2 ( l—n—l)

where

I/yjfc(r), / =  n +  l ,

tyfc(O =  -j 2̂ 3 _____2 > l!________ +  2(/-и-і) / N n +  2 <  I <  2n 7 є

By substituting extensions (53) and (55) in the expression for g/y (μ*·, τ )  for each; Є {1 , . . . ,  2nm} 
we obtain following extensions:

2n-l
gijiHk, r )  -  a/7-fc(/_1) +  βι E  ^!(Γ/+^  +  1) τ ° +ί?+1 +  β ΐ^ ι+2η+1^ Φ ) ,  1 ^  I <  n,

2k—1 _й—2(/—n—1) 2n—1 Ύη·, (56Ί

« V  ■ -  ч и * *  ■* S  « я & п г " "

+  а/т4п_2г+2і/^(т) +  β ιτΤι+2η+1ν μ ^ τ ), η + 1  ^  K  2η.

In formulas (56) we group terms on degrees of 7^. We obtain that

2n-i _
glj(}lk>T) =  E  7^/<?(α/'Ιβ/'τ ) +  % ( τ )/ І є  {1 ,.. .,2η }, / Є {1 ,...,2иш }, (57)

q=0

where
-j-Ο+ί+Ι

ξΐη(Λι,βι,τ )  =  

if І Є n } and

% ! ( r ,  +  ,  +  ! ) '  # 2( / - l ) ,
-j-O+q+l

* ' +  f t , j (r, + ,  +  ! ) '  4 =  2(1- 1).

v ,, (τΊ  =  / /3/τΓ'+2η+1ν > ( τ ) ,  1 <  U  л,
; 1 r 4" _2,+2(a/t7yjt(T) +  β/τ''ί_2"+2ί~1ν ^ ( τ ) ) ,  π +  1 ^  I ^  2n.

(58)

хг;+9+1
I βΐ~ΰ--- 1---- ΓΤΤ' i / ^ 2 (/ - n ) - 3 ,

* > , ( « / , f c , r )= {  ^ rip {t %  τ , + ί+ ! (59)

(q — 2(1 — η — 1))! +  % ! ( Γ, + 9 +  1 )' 2(/ “  Π ~  ^  ^   ̂ ^  2η'

(60)

Due to the definition of the function ϋ (μ ^  τ )  it can be expressed by the formula

D (nk, τ ) =  det II hjkgijfrk, τ )  І іЦ ^ г Г ·  (61)

We substitute obtained extensions (57) in the formula (61) and by using elementary prop­
erties of determinants receive that

D(^fc, r )  =  det

=  det

' 2n—1
hjk  ̂E 'yjkSiqi^i'β ΐ 'τ ) +  vij(oii,β ι,μ^  τ )

j=l,...,2nm

1=1, ...,2η
2η—1

hjk E 7Ι&̂κι,βι,τ)
<7=0

j=l,...,2nm (62)

+  D*(a,/5,-r),
1=1,...,2η

where by ϋ ^ κ ,β , τ )  :=  D(}ik, α, β, τ )  we denote some analytic at the point r  =  0 function, 
which have at this point zero of higher order than

det
2n—l

hjk E У*  #*(«/'ft'τ)
q=0

It's follows from formulas (58)-(60). 
Let us consider the matrix

hjk E 718ι ΐ̂'βΐ'τ)
q=0

and split it into m blocks, each is of size 2n x 2nm

2n — l

j=l,...,2nm

1=1,...,2n

j=l,...,2nm

l=l,...,2n

F =

Fi
F2 2n—1

hjk E %*&<?(*/'ft'τ) 
!?=0

j=l,...,2nm 

1=1,...,2n

where hSjk, s Є {1 ,. . . ,  w }, are components of vectors (17). It is easy to see that each of the 
blocks Fs, s Є {1 ,. . . ,  m}, is a product of two matrices:

f s — g  · w s, G =  || (̂?_ 1(a/, J6/,r)||;; w s =2  n 
4=

<7= 1 , . . . , 2  n 

j=l,...,2nm

Size of the matrix G is 2n x 2n, and of the matrix W s is 2n x 2nm. Therefore

F =

G W i 
G W 2

G · W m

Note that the determinant of the matrix col||Wi, W 2, . . . ,  W m|| is accurate to a sign equal to 
W (^ ).  We assume that detG Ф 0. Let us consider the block matrix of size 2nm x 2nm of the 
form

G 1 O2 n · Огп
0 2n G _1 · · ■ O2n

Gm —



where by Ог« we denote zero matrix of size 2n x  2n, and G -1 is an inverse matrix to G. It's 
obviously that detG m =  (det G ) ~ m. Then, according to the rule of multiplication of block 
matrices, we obtain that

G», F

G 1 O2n · · Огп G W T W i

Ог« G 1 O2 n G · W 2
—

W 2

0  2n O2 n G  1 G · W m W m

Wherefrom

± Щ ц к).det(Gm · F) =  detGm · detF =  detF(detG ) m 

On the basis of the formula (63) we obtain equality

detF =  ± W (w )(d e tG )"  =  ± W (w ) ( d r t | | £ , f t ,  τ ) ^ , ) ·

Taking into account the formula (64), the equality (62) can be written as

0 (ц к, r ) =  ± W (^ )(d e t| | ^ (?_ i (a /, iS;,T)||^=1)m +  Dfc(a,^,T).

(63)

(64)

(65)

From (58), (59) follows, that det \\si,q-i(^b βιΛ)\\^=ι is a polynomial with respect to τ  (and 
therefore is different from zero for all except a finite number of points τ ) and don't depends 
on From the resulting expansion (65) it follows that the smallest degree of τ, in the poly­

nomial (det У βι, r ) ||̂”=1)w is equal to the number δ (a, β ), and coefficient beside it is

we denote as Cn (α, β, r) . In other words, equalities (52) hold true. The lemma is proved. □

For some values of parameters a і β values δ (a, β) and Cn (α, β, r) can be easily calculated.

Example 1. Let in the conditions (2) a; =  0,1 Є {1 ,. . . ,  2n}. Then from formulas (58), (59) we 
obtain that

τ η+4
|,,,_l(0, f t , r )  =  f t - _ _ - ^ . . +  , e { l .......2n},

det||^_i(°,ft,T )||g=i =  det βι
T r ,+ C j

2 η o
π  βι det

n +  q

2 n

/,<7=1 
2 n

Ц =1

(66)
j.r+n(2n+l)

where we denote r =  r\ +  · · · +  r2„. According to [12, p.110] this equality is valid

1
det

ri +  q

On basis o f (66), (67) we obtain that

<5(6, β) =  m(r +  n(2n + 1)),

2  n 2 n

=  Π  (о  — r/)(y—ο  Π  (r/ + o -1·
/,<7=1  2 n ^ j > l ^ l  j , l = 1

(67)

C n ( 3 ,f t ? )  =  ( П т г і т й  Π  ( r ^ ' - o n ^  +  r 1
\/=l ^  A'·  2n>j>m j,l= l

Now we estimate the below value of G(}ik), defined by the formula (51). Taking into account 
formulas (51)-(52) we obtain that

G ( n ) =  ( З / З т ^ Л о ^ т )  CuiW()<t)| (1 +  , (68)
τ = 0

where Су2 =  δ(α, β ) ! С ц (α,β, r ) (Сю)- ^ 2'^ -1.

Theorem 3. Lei there exists a constant ηο ^  0 such that for all (except for finite number of) 
vectors Цк Є Mp the inequality

т ц к) \ > С 13(1 +  \Ик\У° (69)

holds. Then for almost all (with respect to Lebesgue measure o n K j numbers T >  0 the in­
equality (30) hoids true for all (except for finite number of) vectors цк Є M p, i f

η >  δ ( α , β ) - η 0 +  1 +  ( l + 2nm+1)  ( j -  +  1^ (1 +  m(rx +  · · · +  r2n) ) .

Proof. Let ek =  (1 +  l/ifcl)-7, k Є ZP \ { 6}. Taking into account (48), (49), (51) and (68) for the
measure of those r  Є [0, b] for which the inequality | В (цк, r )  | ^  ek holds we obtain estimate

mesRE(D,£k, [0, b}) ^  C9CW (1 +  \цк\) 4(1 +  M P  У ' *

С и С із (1 +  (70)

C i4  (1  +  l^ fcl) * ^  C i4 ^ i \ k \

where £ =  ( l  +  2"m+1) (1 +  m(r\ H------ l· r2)). Because of — 1̂  6>i >  pr the se­

ries Efc€zp\{6} mesRE(D, ek/ [0, b]) is convergent. Then by Borel-Kantelli Lemma [14] the mea­
sure of those r  Є (0, b], which belongs to an infinite number of sets E(D,ek, [0, b}), is equal 
to zero. Thus, for almost all (with respect to Lebesgue measure on R ) numbers т Є (0, b] the 
inequality \D(}ik, τ)| ^  ek holds for all (except a finite number) of vectors цк Є Mp. Since from 
the inequality (70) follows, that the measures of sets E(D,ek, [0, b]) don't depend on b (this 
fact is the consequence of that the system (1) is of hyperbolic type), then, sending b to infinity, 
we obtain that for almost all (with respect to Lebesgue measure on R ) numbers т Є (0, oo) 
the inequality |D(^, τ)| ^  £k holds for all (excepting a finite number of) vectors цк Є Mp. 
Since Δ(μ*·/Τ) =  D (^ fc, T) for all T Є (0,oo), then from the above follows the proof of the 
theorem. □

Proposition 1. I f  in the problem (1), (2) p =  1 then the inequality (69) holds true at ηο >
4n2m(m — 1) +  nm(2n — 1).

Proof. Under the condition of the proposition roots of the equation (13) at p =  1 have the form 
7 jk — ljF k >  / Є { 1, . . . ,  2 n m } ,  where by 7 j  we denote roots of the equation



Vectors hjk at p =  1 have the form hjk =  l \ j  Є {1 ,. . . ,  2nm}, respectively, where by hj
we denote some nonzero column of the matrix L* (7j ,  і), which is adjugate matrix of the matrix 

L ( l j , i ) ,  j  Є {1 / ···,2 nm}. Hence

m H ) - =  d^ r V ^ m~1)+,~ 4 z t ' T
=  ^&n2tn(m—l )+ n m ( 2 n —l )  ^  ц | | / = W » »

From the above equality follows aforesaid statement. □

Proposition 2. I f  m =  1, i.e. the system (1) consists o f a single equation, then the inequality 
(69) holds at щ =  0.

Proof. Under the condition of the proposition we have that W (^ )  =  Пі^і</<2« ( 7/̂  — 7/fc)/ 
where by 7yjt, У Є {1 ,... ,2n}, we denote roots of the equation (13) at m =  1. Hence, at m =  1 
the equation (1) is strictly hyperbolic, then from inequalities 2.21 in [14, p. 100], follows that 
17jk — 7/fcl ^  Ol5 >  0, where l ^ K j ^ l n .  From these inequalities follows that | W(;^)| ^
(Ci5)n(2n+1)_ D

5 C o r o l l a r y

In the present paper we investigated the correctness of the problem with integral conditions 
with respect to the time for hyperbolic in the narrow sense system of PDE's with constant 
coefficients in a class of almost periodic by spatial variables functions. We established the 
criterion of unique solvability of this problem and the sufficient conditions for the existence 
of its solutions. To solve the problem, small denominators (which are the quasi-polynomials 
with respect to the upper limit of integration) arising in the construction of solutions of the 
posed problem, we used the metric approach.

Our results can be extended to the Girding hyperbolic systems of equations of the form

/ 92 d \ r̂ , r -1 a d2nu(t,x)  . 0
L ( ) U := У  A§-------- ------— s- =  0, ( t ,x ) Є D v.

v 3' 2 3x)  « f e ,  ■ ■ ■ дх/
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Кузь A.M., Пташник Б.Й. Задача з інтегральними умовами за часовою змінною для системи гіпер­
болічних рівнянь зі сталими коефіцієнтами // Карпатські матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 
282-299.

В області, що е декартовим добутком відрізка [0, Т] і простору К р, досліджено задачу з ін­
тегральними умовами за часовою координатою для системи гіперболічних рівнянь зі сталими 
коефіцієнтами у класі майже періодичних за просторовими змінними функцій. Знайдено кри­
терій єдиності та достатні умови існування розв'язку задачі. Для розв'язання проблеми малих 
знаменників, які виникли при побудові розв'язку задачі, використано метричний підхід

Ключові слова і фрази: інтегральні умови, малі знаменники, міра Лебега, майже періодичні 
функції, гіперболічна система.

Кузь А.М., Пташник Б.И. Задача с интегральньїми условиями по времени для системьі гипербо- 
лических уравнений с постоянньїми козффициентами // Карпатские матем. публ. —  2014. —  Т.6, 
№2,— С. 282-299.

В области, являющейся декартовьім произведением отрезка [0, Г] и пространства R p, ис- 
следована задача с интегральньїми условиями по временной координате для системи гипер- 
болических уравнений с постоянньїми козффициентами в классе почти периодических по 
пространственньїм переменньїм функций. Найденьї критерий единственности и достаточньїе 
условия существования решения задачи. Для решения проблемьі мальїх знаменателей, кото- 
рьіе возникли при построении решения задачи, использовано метрический подход.

Ключевьіе слова и фразьі: интегральньїе условия, мальїе знаменатели, мера Лебега, почти 
периодические функции, гиперболическая система.
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ПРО ЗРОСТАННЯ ОДНОГО КЛАСУ Ц ІЛИХ РЯЛІВ ДІРІХЛЕ

У термінах узагальнених порядків досліджено зв'зок між зростанням цілого ряду Діріхле
ОО 00

F(s) =  Σ. ап exp{sA„} і зростанням цілих рядів Діріхле Fj(s) =  J] ап , exp{sA„}, 1 <  ) <  2,
п= 1 и=1

якщо коефіцієнти ап повязані з коефіцієнтами я„ у певними співвідношеннями.

Ключові слова і фрази: ряд Діріхле, узагальнений порядок.
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Вс т у п

oo
Для цілої функції/ (z) =  Σ  αηΖη нехай q[f] — її порядок, a a[f ]  — тип. Використовую­

че)
чи формули Адамара для знаходження цих величин, Е. Келис [1] довів дві такі теореми.

ОО ОО
Теорема А. Нехай функції /г (z) =  Σ  я„дг" і /2(z) =  Σ  V 2Z” є скінченного поряд­

н і  ' п=0
ку, мають регулярне зростання (в розумінні рівності порядку q[f] та нижнього порядку 
A [ f ] )  І  П ОСЛІДОВНОСТІ (|я„д /йц+1,11) та ( |я«,2 / ̂ «+1,2 І) є неспадними Д Л Я  η >  По- Тоді, якщо 
1п (1/|я„|) =  (1 +  о (1))^/1п (1/|я„д I) In (1/|яИ/2|) прип  —> оо, то функція / має регулярне 
зростання і Q[f] =  v W ik L /г]·

Теорема Б. Нехай цілі функції f\ і /2 з теореми А  мають однаковий порядок 
qU'і] =  dlfl] — Q є (0, +оо) і типи c [ f i ]  =  (Т\, σ[/2] =  σ2. Припустимо, що я„д ф 0 і 
|япд| >  \a n ,lІ//(1/|я„д І) для всіх η >  По, де І —  повільно змінна функція. Тоді, якщо 
|я„| =  (1 +  о (1))^/|я„д ||я„/2| прип  —> оо, то функція f  має порядок q\f] =  ρ і типа[/} <  

yfoWx-

Зауважимо, що дещо раніше Р. Срівастава [4,5] намагався довести теорему Б без умов
я„д Ф 0 і |я„/2| >  |яид|//(1/|я„д І) для всіх п >  uq, а теорему А  —  без умови неспадання
послідовностей (|я„д/я„+1д І) та (|яП/2/й„+і/2|). На помилковість таких тверджень було 
вказано в Math. Rev., 1963, Vol. 25, №2204, №2206.

Метою нашої статті є узагальнення теорем А  і Б на випадок цілих рядів Діріхле скін­
ченного узагальненого порядку за М.М. Шереметою, причому замість двох цілих фун­
кцій /і і /2 розглядатимемо η > 2  цілих рядів Діріхле.

©  Кулявець А.В., Мулява О.М., 2014

Отже, нехай А  =  (Л„) —  зростаюча до +оо послідовність невід'ємних чисел, S (A ) — 
клас цілих рядів Діріхле

ОО
f (s) =  Σ  a «exp {sA „}, s =  a +  it, (1)

n=1

із заданою послідовністю показників (Л„), a M (a ,F )  =  sup{|f((7 +  if)| : t e  IR}.
Через L позначимо клас додатних неперервних на (—оо, +оо) функцій ос таких, що 

ос(х) — а(хо) АЛЯ —00 <  х <  *о і Л(х ) Т + °°  при *о <  χ + °° · Будемо говорити, що 
я Є L0, якщо a Є L i  α((1 +  σ(1))χ) =  (1 +  ο(1))α (χ) при x —> +oo. Нарешті, ос Є Іпз/ якщо 
a Є L i  ос(сх) =  (1 +  о(1 ))а (х ) при х —>■ +оо для кожного с Є (0, +оо), тобто ос —  повільно 
зростаюча функція. Зрозуміло, що Lnз С L0.

Для ос Є L і β Є L узагальненими порядком ραβ[Ρ] і нижнім порядком Aâ [F] цілого 
ряду Діріхле (1) називаються величини

e, ?|F) =  I t a  " 0 " M f r , F ) )  Κ β 1 Ρ] =  Urn « ( ‘" M ( ^ F ) )
* 'pi β{σ) J ^  β{σ)

Важливим у наших дослідженнях є наступний отриманий в [3] результат.

Лема 1. Нехай 0 <  р <  +со, ос Є L і β Є L —  неперервно диференційовні функції і 
виконується одна з умов:

а) ос Є L0, /3(ln х) Є L0, —— ^  ^ — —> — (х —■» +оо) для кожного с Є (0, +оо) і 

In η =  ο (λ „) (η —>· оо);

б)ос Є Lro,j8 Є L°,QKfi[F] <  +оо, £— =  СК1) (х + ° ° ) п =  о(А„/3- 1(са (А „))) 

(п —>■ оо) для кожного с Є (0 ,+ 00).
Тоді

в «^ И  =  м ч  = : К  ж(л" /Р)

Ч ? + л : 1п й )

а якщо крім цього ос(\п+1/р) =  (1 +  о (1))а (А и/р) і ^  " — —  |Я”+1 - у71 +оо при
л п+і —

По <  η —> оо, то

Κ β Ι Γ] =  ^ [ f ] = : ШВ — 7Т .

™ / 3 ( -  +  f  in
VP λ η \4n\J

Зауважимо, що для того, щоб Aâ [F] >  κα,β[ΐ] досить, щоб ос(\п+1/р) =  (1 +  о (1 ))а (Л „/р) 
при η —> оо.

1 У з а г а л ь н е н н я  т е о р е м и  А  

Припустимо, що Fj Є S (A ) (2 <  / <  m) і

ОО

FAS) =  L  fln/7 exp{sA„}. (2)
n=l

Теорему А  узагальнює така теорема.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Теорема 1. Нехай а Є Іпз та β Є І?  — неперервно диференційовні функції,

р - ^ с ф ) )
In х

= 0(1)
при х —» +00 і In η =  ο (ληβ 1 (са (А „))) при η —» оо для кожного с Є (0, +оо), а всі функції 
(2) мають регулярне Οίβ-зростання (тобто AK̂ [Fj] =  (?a/jg[Fy] <  +оо), послідовності

1п Іч/І - lrt Ign+yl 
Ац+І — А«

/* +оо

припо <  η - »  оо іа (Л и+1) =  (1 +  о (1))а (А „ ) прип  —» оо. Годі, якщо

ч і іпш) =(і+о(і))М ^ іп̂ )  ’ * "■
m

де a;.· >  0 і Σ  ω ΐ =  1, то функція (1) має регулярне α,β-зростання і
/=і

m
е«,(іИ  =  П « « Л П ' ·

/—і

Аоведення. Оскільки а Є Ln3/ β Є L° і λ Λ)β[Fj] =  Qû [Fj] =  ρ;· <  +oo, то

α(Λ„+ι/ρ) =  (1 +  о(1 ))а(Л„/р),

^ ( “  +  Г 1п Λ )  =  ^  +  о (1 ))^ ( Τ 1η о )чр л « М /  ν λ « Ій«І/
при η —>■ оо для будь-якого р Є (0, + 00), і отже, за лемою 1

00,

1
п—їоо 0i (\n) r  І Лп *n,j І

і_

<?/'
Тому з (3) отримуємо

1
Л-»оо Ос(\п)ґ  \ λ η

1
0 г - ь ч т т  =  Ь л л П і 1 h r 1"

1

І

=  lint Υ Ι
η—Von

тобто

lim00

"_)'00/=І \α(Αη) 

1

Οί(λη) 

α(Λ„)

Ч п Д

ff> / 1 (  Λ
=  П и ™ 7 7 Г л ^  h r ta

7=1

in/; I

ln,j I

n , 1 , 1β ΐ  —  In

m

-Π«Γ·
7=1

чЛц |яп|
Використовуючи лему 1 і зауваження до неї, звідси легко одержуємо, що

Γ Ι β Γ ' = Μ 4 < Μ 4 = π « Γ ' '  
; - і  і=і

тобто функція F має регулярне α/3-зростання і QÛ [F] =

доведено.

(3)

П  Q ^ m w’ · Теорему 1 
М

□

Якщо виберемо а(х) =  In х і β(χ)  =  х для х >  хо, то з означення узагальнених поряд­
ку та нижнього порядку випливають відповідно означення R-порядку Qr [F] та нижнього 
R-порядку Ar[F], а з теореми 1 отримуємо наступне твердження.

Наслідок 1. Нехай In η =  ο (λη 1η λ η) і 1η λπ+ι =  (1 +  ο(1)) 1η λ η при η —> оо, всі функції 
(2) мають регулярне зростання (тобто Ar[F;] =  Qr [Fj] <  +ooj і послідовності

\a n,j\ In \a n+l,j\

А«+і λ η

при По <  η —> оо. Тоді, якщо

+оо

1 ш 1
In і— 7 =  (1 +  о(1)) ]^ [lnw/ ----- r, η - »  оо, (4)

ІЯ«І ;= і |яи,/|

/Я ш
де tOj >  0 і Σ  u)j =  1, то функція (1) має регулярне зростання і Qr [F] =  П  Qr  [ρί]ω' ■ 

h  i ;=і

Якщо у степеневому розвиненні цілої функції / зробимо заміну 2 =  es, то отримаємо 
цілий ряд Діріхле (1). При цьому Qr [F] =  ρ[/], Лr [F] =  Л[/], а з наслідку 1 випливає 
наступне твердження.

00 і- 00Наслідок 2. Нехай f ( z )  =  Σ  akz , а Цілі функції /, (z) =  £  «fc/2 (2 <  ; <  m) мають
k=о fc=0

регулярне зростання і послідовності (\ak,j/ak+i,j\) /* + 00 прико <  к -> оо. Тоді за умови
m

(4) функція f  має регулярне зростання і ρ{/} =  Π  ρ[/,·]ω/.
7=1

Теорема А  випливає з наслідку 2 за умов m =  2 і =  1/2.

2 У з а г а л ь н е н н я  т е о р е м и  Б

Припустимо, що, як у теоремі 1, а Є Lnз та β Є L0 —  неперервно диференційовні 
функції. Для того, щоб отримати узагальнення теореми Б, крім узагальненого порядку 
Qafi[F] Є (0, +оо) введемо (узагальнений) тип за формулою

TKa [F ]=  ЇЇш lnM ((7-F)
>р σ ^ + ~ α- 1(ρα</3[ρ]β(σ ))

Оскільки Таф[Т] =  QKlfr[F ],  де « і (х )  =  х і ^ і(х ) =  α_ 1(ρα<̂ [Ρ]α(χ)) для х >  х0, то ми 
можемо застосувати лему 1. Зауважимо, що ос\ Є L0, а використовуючи теорему Лагран-

In β ίχ)
жа, неважко показати, що βι (ln х) Є L° за умови —  =  0 (1 ) при х —»■ +оо, тобто за
умови

In flc-1(g<Kjj8[F]j8(x )) 

x
при х —> + 00, яка рівносильна умові

= 0 (1)

'ПХ~ ' М  = 0 (1), . - » + «  (5)
β~Χ(χ !  Qafi [ f ] )



о · *  · / \ β^1(αχ.ι(χ)) 1
З ІНШОГО боку, ОСКІЛЬКИ Сіі(х) — х, то умова —■ -̂> — (х —>■ +оо) для кожного

с Є (0, +оо) рівносильна умові -----> — ( * —)■ +оо), тобто для р =  £α,β[Τ] рівносильна

умові
In α_ 1(χ) Γπ, , ν

Г Ч ^ / е ^ И )  " *  β*·ί,[ ]' "  ^  + “ ' ( ’

Оскільки з (6) випливає (5), то з леми 1 випливає наступна лема.

Лема 2. Нехай функції ос Є Іпз та β Є L0 неперервно диференційовні і Qâ [F] Є (0, +оо). 
Тоді за умов (6) і In η =  ο (λη) (η —> оо) правильна рівність

Τα,β[Ρ} =  Hm ■ λ "r η—>00
λ  1η Λ+ д ;

Наступна теорема узагальнює теорему Б.

Теорема 2. Нехай функції ос Є Ідз, β Є L0 неперервно диференційовні, виконується 
умова (6), ос(х) =  (1 +  о(1)) ln х при х —> +оо і ln η =  о(Л„) (и -> оо). Нехай всі ряди 
Аіріхле (2) мають однаковий узагальнений порядок Qâ [Fj] — ρ Є (0, +оо) і типи Tâ [Fj] Є 
(0, +оо). Припустимо, що коефіцієнти ряду Аіріхле (1) задовольняють умову

“_1 И ї +έ 1η ά ) ) =(1+0(1)) (в,і (г ■+h '|п т а )) ’
m

при η —у оо, де cOj — додатні числа і Σ  ω ί — 1· Тоді, якщо я„д ^  0 для всіх η >  По і
/=і

(7)

*(£hra )* (l+o(M £ tara)' "
оо, (8)

для всіх 2 <  ; <  m, то ряд Аіріхле (1) має узагальнений порядок ρΛιβ [F] — ρ і тип ΤΆ/β [F] <
m
П  T^[FjP.
/=i

Аоведення. Оскільки α(χ) =  ( l + o ( l ) ) l n  x (χ -*  +οο), το ίη  α- 1(χ) =  (1 +  ο(1))χ (χ —> +οο) 
і з (7) з огляду на умову β Є L° отримуємо

Κέ1ηά) = (1+0(1))ί ωΚ έ 1ηά ) '  " 00.

Тому

З іншого боку, з огляду на умову (8)

— iF1 =  м  і г т  ( ω ιβ  G r 1η π )  +  Σ ωίβ ( τ 1η π ) )η—»οο Οί{λ.η) у \λη І^пДІ/ j—2 \̂ n,j\ J J

<  ІІШ —ττ—г ( ω\β f  γ -  1η γ^— ]  +  (1 + θ (1 ) Τ λ ; β  f  ІП ^  1
n—>оол(Лп) γ \ λ η \αη,ι\) j—2 |яид| / )  ρ

Нарешті, з огляду на лему 2 і умову (7)

тЩ - Jfe ̂ Г * "  ( ш  + І ,п й )  )

=» ¥ ^ Π “_1(β'ίβ +έ 1ηά ) )  ’

j=1 
m

н—>00 у |япу IJ J J у Τα,β [f)]

тобто Τ„,β[Ρ] <  Π  Τα,β [Fj]Wj- □
/=1

Якщо виберемо α(χ) =  ln x і /3(x) =  х для x >  хо, то з означення Tâ [F] випливає 
означення R-типу Tr[F], а з теореми 2 отримуємо наступне твердження.

Наслідок 3. Нехай In η — ο (λη) (η —> оо), а всі ряди Аіріхле (2) мають однаковий 
R-порядок ρκ [Fy] =  ρ Є (0,+оо) і R -типи T^[Fj] Є (0,+оо). Припустимо, що коефіцієнти

m
ряду Аіріхле (1) задовольняють умову \а„ \ =  (1 + о (1 )) П  \a n,j\w' прип  —>· оо, де — до-

/=1
m 1 1

датні числа і Σ  ω] — 1· Тоді, якщо апд ф 0 для всіх п >  щ і ln -j---- r <  (1 +  о (1)) ln -j---- г
j = і ИпдІ

при и -> оо для всіх 2 <  j  <  m, то ряд Аіріхле (1) має R-порядок ρ і R -тип Tr[F] <
m

П  TR [ F j P .
І=1

З наслідку 3 випливає наступний наслідок.
ОО ОО

Наслідок 4. Нехай f ( z )  — Σ  akz>Cs а Шлі функції /, (z) =  ^  ;Zk (2 <  j  <  m) мають
k=0 fc=0

однаковий порядок ρ [fj] — ρ Є (0,+оо) і типи <j[fy] Є (0 ,+оо). Припустимо, що |я„| =
m ш

(1 +  о(1)) Π  \anр  при η -> оо, де ω; —  додатні числа і Σ  ω ί =  1· Тоді, якщо я „ і  ^  0
7=1 ' /=і

для всіх η >  По і In т---- г <  (1 +  о (1)) In ---- г при η —>■ оо для всіх 2 <  j  <  ш, то ρ[/] =  ρ і
\a n,j І Іяпд|

‘ ’• [ Λ  <  Π  ^ [ / / ] Α <·
/=1

Зауважимо, що якщо |яп<у| >  |я„д|//Ді/|я„д |), де lj —  повільно змінні функції, то
1 1

ln /;(х) =  o(ln х) при X +00 І, ОТЖЄ, In 1---- j- <  (1 +  о(1)) In -j---- j· при η ^  оо.
\a n,j І Иид І

Тому за умов п =  2 і =  1/2 з наслідку 4 випливає теорема Б.



З Ц і л і  р я д и  Д ір іх л е  с к ін ч е н н о г о  м о д и ф ік о в а н о г о  у з а г а л ь н е н о г о  п о р я д к у

Неперервної диференційовності функцій ос та β і умов на похідну функції β _ 1(са(х)) 
у доведених вище теоремах можна позбутись, якщо дещо модифікувати узагальнені по­
рядки.

Для ос Є L і β Є L модифікованими узагальненими R-порядком Q^[F] і нижнім 

R-порядком λ αβ[Ρ] цілого ряду Діріхле (1) називаються величини

ρ JF] =  Ї Ї т  — /"l n M ( ^ FA  λ κβ[¥] =  lim —Ц -α .
 ̂ σ^+°οβ(σ )  ν σ  ) '  J α^+οοβ(α) \ σ  )

Β [2] отримано наступний результат.

Лема 3. Нехай або ос Є £Пз і β Є L0, або ос Є L0 і β Є Ln3/ і для кожного с Є (0, +оо) 
виконується In η =  ο (ληβ~ 1 (са(Лп) ) )  (п —> оо). Годі ^[F] =  kâ [F], а якщо крім цього

ІП  |яи І — ІП  ІЯи+1І ·* _  · β ~ 1 (θ Χ ·(λ η+ 1 ) )  _ — г„ ,----- --------- -------  /* + 0О при По <  η ->■ оо 1 — — — — — -----» 1 при η -> ОО, ТО Ла я F =
Ли+і - Л „  ґ  β 1(соі(\„)) г  ,рі

Κ ,β [Ρ }·

Для модифікованих узагальнених порядків правильна наступна теорема.

Теорема 3. Нехай або ос Є Ln3 ^  Є L0, або ос Є L0 і β Є Іпз, а цілі ряди Аіріхле (2) 
мають модифіковані узагальнені порядки ρα ̂ [Fy] Є (0 ,+оо) і In η =  ο (ληβ~ί (ccc(\n) ) )  
(η -> оо) для кожного с Є (0 ,+ 00). Припустимо, що коефіцієнти цілого ряду Аіріхле (1) 
задовольняють умову

Кг1пщ) = (1+0(1))П^(г1піЛ\Ли |Я„|У . j  \a n,j\
η —У оо, (9)

m
де а̂ · — додатні числа і £  =  1. Тоді:

7=1
1J якщо \αηΛ\ >  0 і

In

при η —» оо, то

β ί Τ ~ 1η і т Ч J -  (1 +  0(1) ) 1η β ί τ ~ 1η Τ Τ ~ ί) ' ; =  2,3,...,m , (10)
у Л п |я п,;І у  \ Л и  И п Д І/

1іт г _ І ^ 1п а ( ' ! 5 _ М ^  ] = 1  (11)
σ—>+оо In β(σ)  \ σ

ln \a„tj\ - l n  \an+1/j\ . β - 1 (cu{\n+1))
2) Я К Щ О  ------ χ---------τ------— Z 1 +00 при По <  η —> оо і г  ) 4 7 —>· 1 при п -> оо

А „ + і - А „  ґ  jS -!(c «(A „))
для кожних с Є (0, +оо) та j  — 1,2, . . . ,m, а функції F; мають регулярне модифікова­
не Οίβ-зростання, тобто λ αβ [Fy] =  (?â [Fy], то функція F має регулярне модифіковане

m
αβ-зростання ip a JF] =  П  QK,e[FjP·

7=1

Аоведення. Оскільки p., JFA Є (0, +оо), то lim r— ln ос f  ^  ^ . Відомо [51, що
,p 1 σ ->+οο  ln β(σ )  \  σ )

якщо h. Є L°, то h є RO-зростаючою функцією [4, c. 86], тобто для кожного І Є [1, +оо) 
і всіх х >  хо правильна нерівність 1 <  h(lx)/h(x)  <  М(1) <  +оо, звідки випливає, що 
In ft Є Іпз- Тому, використовуючи лему 3 з ln а і In β замість ос і β, за умови ln η =
о(Л„/3_ 1(ас(Лп) ) )  (η —* оо) для кожного с Є (0, +оо) отримуємо рівність

lim -— In ^ ( τ -  1η τ— r ) -  1
η->οο 1η α(π) г у Ля |яя,Л/

для кожного / =  1,2,. . . ,  m, а з огляду на (9) 

lim -— -̂j—r ln β ( 1η τ-̂ -τ 1 =  lim
η—too 1η Oc(tl) у Λγι JClfi J J  γι—̂oo ln

=  1.

З іншого боку, з огляду на (10) 

ІІШ Τ - Λ ^ 1η ^ ί ^ - 1η 1
n->oo In  а(и) \Л„ Ia n

=  ІІШ ]— ί  ωι  1η β ( τ ~  1η +  Σ  ω71η І6 ί  τ - 1η„ ^ ο ο ΐ η α ( η )  I r  V A „  |д„д|у ^  7 \ λ ηj —2 Ι̂ η,;Ί
1 m / i  ί \

<  lim ----- α;,1η β ( —  ln -j------------- r ) — 1,
η->00 ln oc(n) 7 VAn ІйпДІ/

. ^— 1η α(η) „ .
тобто lim ------  -— γ  =  1 1 за лемою 3 правильна рівність (11).

Ι η β  U l n k i .
Далі, оскільки з умови In η =  ο (ληβ 1(α° (λη) ) )  (η -»■ оо) для кожного с Є (Ο,+οο) 

випливає умова ln η — о(Ли/3_ 1(са (Л „))) (η —> оо) для кожного с Є (0, +оо), то за лемою З 
з (9) маємо

ЯафИ] п->оо Ос(п) \ Л П |Д„|; n - > o o \̂ 0с(п) у Л и |д 0 )7=
m

;==1п->00 у « ( п )  у Л „  | я^ | у/  ;=1 \ ? a ^ [f 7']/

m
тобто отримуємо нерівність ρΆ β[F] <  П  Qa β[Ρί}ω’ · Твердження 1) доведено.

7=1 ,Р

— _  1 / 1 1 \ 1
Оскільки λ Λ)β[Ρ]] =  ρα n[Fj], то за лемою 3 маємо ~γ~χβ y i n  -j---- г І —)■ - — г—у при

θί(π) улп \an/j\ J ραβ[Fj\
η —У оо для кожного j  — l ,2 , . . . ,m .  Тому з (9) отримуємо



звідки за лемою 3 випливає, що функція F має регулярне модифіковане α/3-зростання і
т

правильна рівність ρα ̂ [F] =  П  Qu β[ρί ]ω'· Теорему 3 повністю доведено. □

_ _ / \ л/ \ , -  гтпі г-—  In In M ( c r , F )  „
Якщо виберемо ос(х) =  р (х) =  ln х, то ^ajg[FJ =  lim ------j——---- -  — 1 =  Qi [F\ — 1, де

Ql [F] називається логарифмічним порядком. Зрозуміло, що pj [F] >  1, а функції а(х) =  
/3(х) =  ln х не задовольняють умови леми 1 і застосувати теорему 1 у цьому випадку 
неможливо. Проте, застосовуючи теорему 3, прийдемо до наступного наслідку.

Наслідок 5. Нехай цілі ряди Аіріхле (2) мають логарифмічні порядки Qi[Fj] Є (1 ,+оо) і 
In η =  ο (λη 1η λ η) ( η —у оо). Припустимо, що коефіцієнти цілого ряду Аіріхле (1) задо­
вольняють умову

In

m
де C0j — додатні числа і ^  ω ;· =  1. Тоді:

і=і
1)  якщо |я„д| >  0 і

In In ( In ■.--- j- ) >  (1 +  о(1)) ln ln ( ln .■■■— . I , n ~y co, (13)
|®я,у| у \Аи Ι̂ η,Ι

для всіх j  =  2 ,3 , . . . ,m, то lim ln ln l n =  1 і [F] -  1 <  Π  (ρ; [F;] -  1)ω';
7 σ—>+οο In 1η σ ;=ι

1η |яи ;| — ln |яп+і/I „ Α„_|_1
2) якщ о------ γ-------- ----- — /* +οο при no <  η —>· оо для всіх j  — 1, 2, . . . , m i  — ------ > 1

Α/χ+1 — An An
при m —у oo а функції Fj мають регулярне логарифмічне зростання, то функція F має

m
регулярне логарифмічне зростання і P/[F] — 1 =  П  ((?/[£/] ~  1)ω’ .

;=1

Справді, з умови In η =  o(An ln An) (π —У оо) випливає умова ln η =  о(А„ exp{lnc Λη},

(η - »  оо) —  ум

exp{c ln An+1}

(π —> оо), а з умови ^”+1 —У 1 (п -> оо) —  умова
А„

exp{cln Л „} 

а оскільки ρ; [F] >  1, то рівності

1, (я -»■ оо),

i t o  l " ln  ln M (g .F ) = 1
tr->+oo m In σ

lim — —̂  ln ln ln M ( ^ F) =  г 
(7-̂ +oo m In σ σ

є рівносильними. Тому з теореми 3 легко отримуємо висновки наслідку 5.

Якщо ж виберемо а(х) =  х і β(χ ) =  ln х, то ρα̂ [Γ] =  T[F] = :  lim — ~ т ~ ~ ^  і Aâ [F] =  

r -і lnM(c7-,F)
i[Fj = : lim ----- -------- , а з теореми 3 отримуємо наступне твердження.

сг—>-)-оо (7 ІП  (X

Наслідок 6. Нехай для щлих рядів Аіріхле (2) T[Fj} Є (0 ,+оо) і In η =  ο (λ2) (η -> оо). 
Припустимо, що коефіцієнти цілого ряду Аіріхле (1) задовольняють умову (12). Тоді:

m
1)  якщо |я„,і| >  Оі виконується умова (13), то ρ/ [F] =  1 і T[F] <  П  Г И " ' ;

і - '
In |я„ / І — In \αη+ι ;І

2; якщо Α„+ι -  λ„ - »  0 при η —У оо, ------ -̂-------------— / ' +оо при η0 <  η ->· оо і
А «+ і — А „

m
t[Fj] =  T[Fj} для всіх j  =  1 ,2 , . . . ,m, то f [F] =  T[F] =  П  T[F;p .

;=ι
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In terms of generalized orders it is investigated a relation between the growth of an entire Dirich-
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let series F(s) =  Σ  an exp{sA„} and the growth of entire Dirichlet series Fj(s) =  £  я„ , exp{sA„}, 
n=1 n=1

1 <  j  <  2, provided the coefficients an are connected with the coefficients a„j by some correlations.
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В терминах обобщенньїх порядков исследована связь между ростом целого ряда Дирихле
ОО 00

f  (s) =  Е exp{sA„} и ростом цельїх рядов Дирихле Fj(s) =  £  a„;/ exp{sA„}, 1 <  j  <  2, если 
n=1 n=1

козффициентьі я„ связаньї с козффициентами я„ у некоторьіми соотношениями.

Ключевьіе слова и фразьі: ряд Дирихле, обобщенньїй порядок.
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I n t r o d u c t io n

Let G be a group and A  be a subgroup of Aut(G). The automorphism group A  defines 
some standard subgroups of G. Among these subgroups one of the most well-known are

CgOA) -  {g  Є G|«(g) =  g,Vcc Є A },

[G/Λ] =  (£~lft(#) =  M l #  Є G,cc є  A ).

We note that in general Cg (A ) is not normal in G, but if Inn(G)  <  A, then Cg (A ) <  
Cc( Inn (G ) )  =  £(G). In particular, Cg (A ) is a normal subgroup of G. Clearly Cg (A ) is 
A-invariant. The subgroup Cq(A )  is called the А -center ofG.

On the other hand, a subgroup [G, A] is normal for every subgroup A <  Aut (G).  In fact, 
let g,x  Є G, а. Є A, and consider x~x [g, oc\x. We have

x ~ \ g ,a \ x  = x ~ 1g ~ 1oc(g)x =  (gx )_1a(g )x  =  (g x )_1a(gxx_1)x =  (gx )_1a (gx )a (x_1)x 

=  [£χ,α](α (χ))-1χ =  [gx , (x\(x~l o i ( x ) ) ~ l  =  [gx,o i ] [x ,o i ]~ l  Є [G,A\.

The subgroup [G, A] is called the А -commutator subgroup of G.
Denote by ix the inner automorphism, defined by element x, that is ix(g) =  x~lgx for each 

g Є G. If A =  Inn(G), then А -center of G coincides with usual center of G and A-commutator 
subgroup coincides with the derived subgroup of G.

I. Schur was the first to study the relationships between the derived subgroup and the 
central factor-group in finite groups [7]. In his paper I. Schur investigated the so-called Schur 
multiplicator (all definitions see, for example, in the book [4, p. 14]). The following result 
was proved: if G is a finite group then [G, G] П ζ (G )  is isomorphic to a subgroup of M (G/£(G )). 
Here M (H ) denotes the Schur multiplicator of a group H. Later the construction of Schur 
multiplicator has been extended for arbitrary groups.

Карпатські матем. публ. 2014, T.6, №2, C.310-316 R. Baer studied the case of infinite groups [1]. He proved that if G/£(G) is finite, then [G, G] 
is also finite. But many mathematicians refer to this theorem as Schur's theorem. In connection 
with this result, the following question arises: is there a function f  such that | [G, G] | <  f ( t )  where 
t =  |G/£(G)|? J. Wiegold has obtained here the best result. He proved that if t =  |G/£(G)|, 
then I [G, G] I <  w(t) =  tm where m =  \ (logpt — 1) and p is the smallest prime divisor of t [8, p. 
347]. In the same paper J. Wiegold proved that this bound is attained if and only if t =  pn 
where p is a prime [8, p. 347]. When t has more than one prime divisor the picture is less clear.

There are some distinct approaches for obtaining generalizations of the above theorem. 
One possibility is to use the automorphism groups. P. Hegarty in his paper [3, p. 929] proved 
that if A  =  Awi(G) and G/Cq ( A ) is finite, then [G, A] is also finite. The condition A  =  Aut(G)  
is very strong. The finiteness of G/Cc(Aut (G ) )  in this case implies that Aut(G)  is finite. In [2] 
a more general situation was considered: Inn(G) <  A  and A/Inn(G)  is finite.

In the following we will show that it is not possible to extend the main results from [2,3] 
on arbitrary automorphism group A. The following simple example shows this.

Let p be a prime, G =  (a) x  K, \a\ =  p and K =  Drne^ (bn) be an elementary abelian p- 
subgroup. Then G has an automorphism ctj such that ocj(a) =  abj, Cij(x) =  x for each x Є K. It 
is easily seen that every automorphism a.j has order p and a subgroup A of Aut(G)  generated 
by Wjl) e  N }  is an elementary abelian p-group. Furthermore, C g (A ) =  K =  [G, A] so that 
the factor-group G/Cg(A) is finite, but the subgroup [G, A] is infinite.

In this example an automorphism group A  is bounded and infinite. Therefore it is natural 
to consider here the automorphism groups, which have unbounded and infinite factor-groups. 
One of such types of groups is following.

A  group G is said to be co-layer-finite if the factor-group G/G” is finite for all positive inte­
gers n. These groups were introduced in the paper [6, p. 500].

For such automorphism groups we obtained the following generalizations of the main re­
sults from [2,3].

Theorem A. Let G be a group and A be a subgroup o f Aut(G) such that Inn (G) <  A. Suppose 
that G/Cg (A ) has finite order t. I f  А / Inn(G) is co-layer-finite, then [G, A] is a finite subgroup.

The inclusion Inn(G) <  A implies that C g(A ) <  £(G), and hence Inn(G) =  G/ζ (G )  is 
finite. Therefore the fact that the factor-group А / Inn(G) is co-layer-finite implies that A  is 
co-layer-finite.

R. Baer [1] obtained the following generalization of Schur's theorem.

Suppose that the term (G) having a finite number k o f the upper central series o f a group 
G has finite index. Then the term 7*-+i(G ) o f the lower central series o f G is finite.

Starting from the А -center and А -commutator subgroups, we can define the upper and the 
lower А -central series of G. Suppose that Inn(G) <  A. Put ζ\(G , A ) =  C g(A ). If for ordi­
nal v we define £v(G, A ), then put ζ ν+ι (G, A )/£v (G , A ) =  ζ 1^ / ζ ν ^ , Α ) , Α / 0 Α ( ζ ν ^ , Α ) ) ) .  

Shorter last group we will write as £i(G /£,,(G , A ), A ). As usual, if v  is a limit ordinal, then 
£v(G, A ) =  Upcv ζμ(&> A). The last term £7(G, A ) =  £oo(G, A ) of this series is called the upper 
A-hypercenter of G. The ordinal 7  is called the А-upper central length of a group G, which we 
denote by zl(G, A).

The lower А -central series of a group G is the series

G =  71 (G ,A ) >  72(G, A ) >  ... 7v(G, A ) >  7v+i(G ,A ) >  .. .y#(G,A)
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defined by the rule 72 (G, A ) =  [G, A] and recursively 7v+i(G , A ) =  [7V(G ,A ) ,A ]  for all or­
dinals v and 7a(G, A)  =  П^<л7>(G, A ) for the limit ordinals Λ. The last term 7s(G,A)  =  
7oo(G, A)  of this series is called the lower A-hypocenter of G.

An automorphic variant of the above Baer's theorem for the case when A/Inn (G ) is finite 
was obtained in [2]. The second main theorem of this paper gives a very wide generalization 
of this result.

Theorem B. Let G be a group, A be a subgroup o fAu t (G )  and Z  be the upper A-hypercenter 
o f G. Suppose that Inn(G)  <  A, zl(G, A )  =  m is finite and G/Z is finite. I f  A / Inn(G) is 
co-layer-finite, then 7ш+і (G, A ) is a finite subgroup.

1 P r e l im in a r ie s  a n d  l e m m a s

Let G be an abelian group, Λ  be a subgroup of Aut(G)  and ос Є A. We define a mapping
d(oi) : G —> G by the rule d(oc)(u) =  u- 1a(u) =  [u,oc], u Є G. We have

d(oc)(uv) =  (u v ^ o c ^ v )  =  і>- 1и- 1а(и)а(г>) =  M_ 1a(u )y_ 1a;(u) =  d(oc)(u)d(oc)(v),

and then d(&) is an endomorphism of G. Furthermore, Im(d(ct)) =  [G,oc], Ker(d(oc)) — Cq (x ). 
Thus we have [G,a] =  Im(d(oc) )  =  G/Ker(d(cc) )  =  G/Cq (o) .

Let G be a finite group and suppose that |G| =  p 1̂ ■... ■ p„n where p\ <  . ..  <  pn are primes. 
Being nilpotent, the Sylow py-subgroup Pj of G has finite subnormal series whose factors are 
of prime order. It follows that for each 1 <  j  <  m the Sylow pj-subgroup Pj has at most kj 
generators. It is not hard to see that G =  (P i,. . . ,  Pn), so that G has at most

ki +  .. . +  kn = logPl |Pi| +  ... +  logpjPn I <  logPl |Pi| +  · . ·  +  logPl \P„ \

= l° 8pi(\Pi\ · · · · ·  \Pn\) =  logp,\G\ <  log2\G\

generators.

Lemma 1. Let G be an abelian group and A be a finite subgroup o f Aut (G).  I f  G/Cq (A )  
is a finite group, then [G, A] is also finite and there exists a function δ such that | [G, A] \ <

6(\G/Cg (A)\,\A\)·

Proof. Put \G/Cq(A)\ =  t, \A\ =  k and Z =  Cg(A ). As we have seen above [G,oc] =  G/Cq(oc) 
for every automorphism а Є A. Since Z  <  Cq ( oc) ,  [G, a] is a finite subgroup and | [G, a] | <  t.

Let M  =  {ol\,. . . ,  ад} be a set of generators of A. As we have seen above, d <  log2(\A\) =  
log2{k). Since I[G,ay]I <  ί for every 1 <  j  <  d and [G,A] — [G,oi\] ■... · [G,ft^] (see, for 
example, [5, Lemma 1.1]), [G, A] is a finite and |[G, A]\ <  td <  tlog2(k) =  0(t,k). □

Let G be an abelian group, Z be a subgroup of G and C be a subgroup of Aut(G )  such that 
Cc(Z ) =  C =  Cc(G/Z). For arbitrary element g of G we defined the mapping : C —» Z 
by the rule r]g((x) — [g,<x\, а Є C. Since a Є C, cc(g) =  gz for some element z Є Z, that is 
z =  g - 1a(g) =  ?]g(ot). If β is another element of C, then

( α ο β  ) (g )  =  a (p (g ) )  =  α^η 8 (β ) )  =  θί(ξ )α(η8 (β ) )  =  gvg(a )v8t f ) ,

and so

% (a o ^) P ) (g )  =  g ~ lgng(* )Vg(P )  =  vg(* )vg( f i ) ·

Therefore 7/g is a homomorphism. We have Ker(ys) =  Cc(g). Furthermore,

[g2'<A =  g~2< g 2) =  g~2< g X g )  =  g~2gVg{^)gVg{0i) =  (Vg(oc))2.

Applying induction, we obtain that [gn,a] — (yg(ct))n. In particular, if the element gZ  has 
finite order, that is there is a positive integer k such that gk Є Z, then

( ^ ( a) ) fc =  [g*/«] =  g~k« ( « * )  =  g~kgk =  1.

In other words, Im ^g )  is a subgroup of Z, having finite exponent \g\.
Suppose that the factor-group G/Z is periodic, then П(7га(т/?)) C n (G /Z ). We note that 

if g Є Z, then ηg(oc) =  1 for each а Є C. The equation fl^ec Gc(g) =  Cc (G) =  (1) together 
with Remak's theorem yields the embedding

C c—> CrgeGC/Cc (g ) =  CrgeGI m ^ g).

The above inclusion Tl(Im(ng))  C n(G/Z) for each g Є G shows that C is an abelian group 
such that П(С) C n(G/Z).

Let G be a group and A <  Aut(G). Suppose that K is an Λ -invariant normal subgroup 
of G. For each automorphism а Є A  we define the mapping αχ : G/K —> G/K by the rule 
ock(xK) =  oc(x)K for every x Є G. Clearly ock is an endomorphism of G/K. Let x Є G and 
α,κ(χΚ) =  K, that is K =  oc(x)K and tx(x) Є K. Since K is А -invariant subgroup of G, x Є K and 
xK =  K. Therefore a.K is an automorphism of G/K. Furthermore, if oc, β Є A, then

(α ο β )κ (χΚ)  =  (a ο β ) ( χ ) Κ  -  aQS (x ) )K  =  <χκ {β (χ )Κ )  =  ακ (βκ (χΚ ) )  =  (ακ ο βκ ) (χΚ ) .

Hence the mapping Φ : A  -> Aut(G/K ) given by Φ(α) =  αχ, а Є A, is a homomorphism.

Lemma 2. Let G be an abelian group and A be a subgroup ofAut (G ) .  Suppose thatG/Cc(A)  
is a finite group o f order t. I f  A is co-layer-finite, then [G, A] is a finite subgroup.

Proof. Put Z =  C g(A ) and C =  Сд (G/Z). Clearly C is a normal subgroup of A. Since G/Z is 
finite, from above remarked we obtain that C is an abelian group of finite exponent. Since G/Z 
is finite, factor-group А/С is finite. Then Lemma 5 of the paper [6] implies that a subgroup 
C is co-layer-finite. Being abelian group of finite exponent, C must be finite. Hence C =  
І7і/ · · · / 7s} where s — |C|. As we saw above, for every automorphism а. Є A we have an 
isomorphism [G,a\ =  G/Cc(a). Since Z <  Cg (oc), [G ,cc\ is a finite subgroup and | [G, a] \ <  t. 
Since [G, C] =  [G, 71] · . . .  · [G, 7$] (see, for example, [5, Lemma 1.1]), [G, C] is a finite subgroup 
and j [G, C] I <  ts.

Put V =  G/[G, С]. We note that a subgroup [G,C] is А -invariant. In fact, let g be an 
arbitrary element of G, ос Є A, 7 Є C. Since C is a normal subgroup of А, ос o 7 =  7! o oc for 
some 71 Є C. Then

a ([<?/7]) = % _ 17 (£ )) = a (^_ 1)a (7 U )) =  ^(g~1) ( ^ ° rr ) (g )  =  % _ 1) (7 i ° a ) (£ )  

=a (£ - 1)7 iM s ) )  =  (α (^ ))_ 17 ι(α (^ )) =  K g ) ,7 i ]  Є [G,C].

Therefore [G, C] is an А -invariant subgroup.
For each а Є A  we define the mapping ay : V  -> У  by the rule ocv(x[G,C]) =  oc(x)[G,C] for 

every x Є G. Since [G, C] is an А -invariant subgroup of G, by above remarked осу Є Aut(V )



and then there exists a homomorphism Φ : A  —> A ut (V ) given by Φ (α) =  ay. Put Ay  =  
Φ (Α ). If 7 Є C, then 7 (g) =  gg 'y (g )  =  g\g, 7], and hence

7 V '№ ,C J ) = 7 (g ) [G ,q  =  g\x,l][G,C\ =  g{G,C]

for every g Є G. It follows that C <  Ker(Ф). On the other hand, А/С  is isomorphic to some 
subgroup of Aut(G/Z) .  Since G/Z is finite of order t, А/С  has finite order at most £!. Hence 
A y  is finite and \Ay\ <  t\. If g Є Z, then ay(g[G, C]) =  a(g)[G ,C] =  g[G,C] for every 
ay Є A y . It follows that Z[G,C ]/ [G,C ] <  C y ( A y ) .  Thus V / C y ( A y )  is a finite group and 
\V/ C y { A y ) \  <  t. For this case we can apply Lemma 1. By this Lemma [V, A y ]  is a finite 
subgroup, having order at most S(t, £!). We have

[V ,A v\ =  [G/[G,C] ,AV] =  [G, A] [G, C]/[G, C] =  [G,A}/[G,C\.

Therefore [G, A] is a finite subgroup. □

2 P r o o f  o f  T h e o r e m  A

Proof. Put \G/Cg {A)\ =  t. Since Inn(G)  <  A, C g (A ) <  C c(inn (G )) =  £(G). It follows that 
G/£(G) is finite and |G/£(G)| <  t. Then K =  [G, G] is finite and |[G, G]| <  w(t) =  tm where 
m — ~  1) and P is the smallest prime divisor of t [8, p. 347].

Put Gab =  G/K. For each а Є A  we define the mapping aab : Gab —> Gab by the rule 
aab(xK) =  a(x)K  for every x Є G. Being characteristic subgroup of G, K is normal and 
А -invariant. As above otab Є Aut{G/K)  and then there exists a homomorphism Ф : A  —> 
Aut(G/K ) given by Φ (α) =  aab. Put Aab =  Ф (А ). Since G/K is abelian,

(*gU (*[G ,G ]) =  ig(x)[G,G] =  g~l xg[G, G] =  x[x,g][G,G\ =x [G ,G ]

for each x Є G. It follows that Inn(G) <  Кег(Ф). In particular, A„{, is an epimorphic im­
age of A/Inn(G).  If x Є C g(A ), then oca\,(xK) =  <x(x)K =  xK for each а Є A, which im­
plies the inclusion Cg(A )K/K  <  Cc/K(A ab). Hence (G/K )/Сс/к(Ааь) is a finite group and 
\(G/K ) /Cq/к (А аь) \ is a divisor of |G/Cg(A)|. Applying Lemma 3 of the paper [6] the factor- 
group A/Inn (G ) is co-layer-finite. Then by the same Lemma 3 of the paper [6] its epimorphic 
image А аь also is co-layer-finite. An application of Lemma 2 shows that [Ga{,, А аь] has finite 
order. Furthermore,

[Gab,A ab] -  [G/[G,G] ,Aab] =  [G ,A ][G,G]/[G,G].

If g, x Є G, then
[g,x] =  g - ' x - ' g x  =  g ^ lx ig )  =  \g,lx}.

It follows that [G, G] <  [G, A], because we have Inn(G)  <  A. Hence

[Gab,Aab\ =  [G,A]/[G/ G\.

And therefore [G, A] is a finite subgroup. □

Let G be a group and H  be a subgroup of G. Put Ι η η β ( Η )  =  {ίχ|χ Є Я }.  Clearly І п п с ( Н )  

is a subgroup of Inn(G).

3 P r o o f  o f  T h e o r e m  В

Proof. Let

(1) =  Zo <  Z\ <  ... <  Zm_j <  Z m =  Z

be the upper А -central series of G. Put |G/Z| =  t. We proceed by induction on m. If m =  1, 
then Z\ =  C g (A ) has index at most t in G. Application of Theorem A  shows that [G, A] =  
72(G, A ) is finite.

Suppose inductively that the result is true for some integer m >  1 and let G be a group 
satisfying the hypotheses of the theorem with z l (G ,A ) =  m. Consider the factor-group L =  
G/Z\. Then

(1) =  Z\/Z\ <  ... <  Zm - i/Z i  <  Z m/Z\

is the upper А -central series oiG/Z\.  For each а Є A  we define the mapping осі : L -> L 
by the rule oii (xZi)  =  a.(x)Z\ for every x Є G. Since Z\ is А -invariant, by above noted α,ι 
is an automorphism of L and then there exists a homomorphism Ф : A  —> Aut (L )  given by 
Φ (α) =  ai. Put A l =  Φ (Α ). It is not hard to prove that Ζ/Ζχ <  ^m_ 1(G/Zi, A i ) .  Hence 
(G /Zi)/^m_i(G /Z i, A l ) is a finite group and its order is a divisor of |G/Z| . Clearly Φ (Α ) =  
A l is an epimorphic image of A. Furthermore, lnn (G/Z\) =  Φ ( Inn(G) ) ,  so that A L/Inn(L ) 
is an epimorphic image of A /Inn (G). Since the factor-group A/Inn (G ) is co-layer-finite, by 
Lemma 3 of the paper [6] its epimorphic image A i/ In n (L ) also is co-layer-finite.

Since z l (G/Z1, A L) =  m -  1, by induction hypothesis K/Z\ =  j rn(G/Z] ,  A L) is finite. 
Clearly D =  7w(G, A ) <  K. At once we note, that D is А -invariant. For every а Є A its 
restriction a|d is an automorphism of D and the mapping Ξ : A  —> Aut (D )  defined by the 
rule Ξ(α) =  ос|d is a homomorphism of A  in Aut(D).  Moreover, Ker(E) =  C^(D ). By Lemma
2 of the paper [2] [Z, D] =  (1), so that Innc (Z )  <  Ker(Z). It follows that E (Inn (G ) )  is an 
epimorphic image of G/Z, therefore S(7nn(G)) is finite and has order at most t. The factor- 
group Ξ (Α )/Ξ (ίπ π (ΰ )) is an epimorphic image of A/Inn(G),  so that by Lemma 3 of the 
paper [6] S (A )/ S ( In n (G ) )  is co-layer-finite. Since \E(Inn(G))\ <  t, Lemma 4 of the paper [6] 
shows that Ξ (Α ) is co-layer-finite. Clearly

Inn(D)  =  E(InnG(D ) )  <  E ( Inn (G ) )  <  Ξ (Α ).

The inclusion Z\ Π D <  C d (E (A )) shows that D/C d (S (A )) is a finite group and its order is 
at most ІК/Z\\. Hence we can apply Theorem A. The application of Theorem A  shows that

[D, Ξ (Α )] =  [D, A] =  [7m(G, A ), A] =  7m+i(G, A )

is finite. □
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ON ORDERS OF TWO TRANSFORMATION SEMIGROUPS OF THE BOOLEAN

We consider the semigroup 0 ( B n) of all order-preserving transformations φ : B n —> B n of 
ordered by inclusion boolean B„ of и-element set (i.e. such transformations that A C В implies 
φ(Α ) C φ(Β)) and its subsemigroup C (B n) of those transformations for which φ(Α ) C A  for all 
А Є B n- Orders of these semigroups are calculated.
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I n t r o d u c t io n

For every partial order <  on a set M, two types of transformations of this set arise in a 
natural way. A  transformation φ : M  —>■ M  is called order-preserving, if for every a, b Є M, 
a <  b implies <p(a) <  cp(b), and order-decreasing, if for arbitrary а Є M  the inequality φ(α) <  a 
holds. Both order-preserving and order-decreasing transformations form a semigroup with 
respect to the composition of transformations. These semigroups are denoted by 0 ( M ,  < ) and 
•^(M, < )  correspondingly (or just O ( M )  and T ( M ) ,  if it is clear what the partial order is).

It is clear that studying of semigroups 0 ( M )  and T { M )  began from the simplest case, 
when M  is a finite chain. The semigroup O n of order-preserving transformations of π-element 
chain appeared first in paper [1] and corresponding semigroup T n in the book [2].

Studying of these semigroups have been done intensively during last twenty years (see last 
chapter of [3] and references). For other partial orders such semigroups have been studied 
relatively small (see [4]).

We consider the boolean Bn —  the set of all subsets of a «-element set N  =  {1,2,.. . ,n}  
naturally ordered by inclusion. In [5] it is proved that order of a semigroup F { B n) is equal to 
2"'2" \ We calculate orders of semigroups 0 ( B n) and C(Bn) — 0 { B n) Π F ( B n)·

O r d e r s  o f  s e m ig ro u p s  0 ( B n) a n d  C(Bn)

For every subset A  C N  we can build a vector

хд =  ( « і , « 2/· · ■ ,&n) Є { 0, 1} ” , where oik — ' i - ^ k e A ,

such that inclusion relation C on Bn induces partial order ^  on the set Bn =  {0 ,1 }” of boolean 
vectors of length n. Recall that boolean function / : Bn —» {0 ,1 } is called monotone, if for every 
x, У Є Bn, x di У implies f ( x )  -< f (y ) .  Denote by M n the set of all monotone boolean functions 
/ : Bn —> {0 ,1 }.
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Theorem 1. \0(Bn)\ =  \Mn\n.

Proof. Let φ Є 0 ( B n). For every k, 1 <  k <  n, consider a boolean function : Bn —> {071} 
defined by the rule

<Pk(xA) — 1 if and only if k Є φ ( Λ ) .
It is clear that for every k function φk is monotone.

Consider the map

0 ( B „ )  — » M„ x M n x · · · x M n, φ i— > (φι ,  <p2, ..., <pn) ■

It is obvious that this map is injective. It suffices to show that it is surjective, i.e. every collec­
tion (грі, ip2, . . .  ,ipn) of monotone boolean functions corresponds to some transformation φ in 
0 ( B n). It is not hard to build such transformation φ. Really, for every subset A  C N  define

<p(A) =  {k I ipk(xA) =  1} ,

then, the transformation φ : Bn —> Bn w ill be order-preserving and for every k we will have 
<pk =  ipk. □

Theorem2. \C(Bn)\ =

Proof Since C(Bn) Q 0 ( B n), similarly, as in the proof of previous theorem, for every trans­
formation φ Є C(Bn) we can construct a collection (φ\, ψ2, ■ ■ ■, ψη) of monotone boolean func­
tions. Note that for order-decreasing transformation φ, from k ^ A  it follows that k £ ψ(Α). 
Thus, if k A, then (рк(хл) — 0.

For a fixed k the set {А  Є Bn | k Є A }  is naturally identified with the boolean B (N  \  { * } )  
(which is isomorphic to the boolean Bn-\) as a poset. After that, restriction cpk of the function 
cpk to the set of boolean vectors {хд \ k Є A }  we can consider as a boolean function of n — 1 
arguments

(Pki&lr · · · / ®n—l) — · · · / ftfc—i, 1/ftfc/... / Яя—l)· (1)
Since for k £ A we have (Рк(хл) — 0, then the function cpk is still monotone, i.e. q>k Є M „_ 

This gives us the map

C(Bn) — » M„_i x M„_i x · · · x M„_!, <p\— > (φ\,φ2,· · · ,ψη) ,  (2)

which, obviously, will be injective.
Show that this map is surjective, i.e. every collection (ipi, \\>2, . . . , ψη) of monotone functions 

from M „_ i corresponds to some transformation φ in C(Bn). For arbitrary k, 1 <  k <  n, and 
a boolean vector x =  (од, . . . , <*„) denote x ^  =  (ct\, . . . ,  oik-ь  afc+i/ · · · /αη)· For every subset 
A  C N  define

<p(A) =  { к є А  I ipkix^) =  ! }  · (3)
The fact that the transformation φ : Bn —> Bn is order-decreasing follows from (3). Now, let

A D B. If А: Є φ(Β), then \pk{x '^ ) =  1. However, хд У Хв, and since is monotone, it

follows that ipk(xA ) ~  1· Hence, k Є φ(Α)  and φ(Α )  D φ(Β). Therefore, transformation φ 
is order-preserving too and φ Є C[Bn). Finally, from equalities (3) and (1) it follows that for 
every boolean vector (a j,a 2, · · · , an- i )

(pk(oi\,OC2, ■ ■ ■ ,<X-n-\) — 1 1/^2/· · - , «n - l) =  1/

that is, <pk — τpk for all k. Thus, a transformation φ is a pre-image of a collection (ipi, Ψ2, ■ ■ ■, ψη) 
with respect to a map (2).

Therefore, the map (2) is a bijection and \C(Bn)\ =  |M„_i |". □

From theorems 1 and 2 the next corollary follows.

Corollary. \0(Bn)\ »+1 =  \C(Bn+1)\n.

Note that the numbers |M„| are called Dedekind numbers. They arise in many problems of 
algebra and combinatorics. In particular, the number |M„| is equal to the order of the free 
distributive lattice of rank n completed with zero and unit. The problem of the computation 
of these numbers is very difficult. For the moment there are neither known formulas nor 
even algorithms, that are more effective than exhaustive search of monotone functions. One 
can find estimates of different kinds (lower, upper, asymptotic) for these numbers in a serious 
survey [6].
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Розглядаються напівгрупа 0 ( В п) всіх монотонних перетворень φ : В п —> В п впорядкова­
ного за включенням булеану В п и-елементної множини (тобто тих перетворень, для яких із 
А С В випливає <р(А) С φ(Β)) та її піднапівгрупа С (В п) тих перетворень, для яких φ(Α ) С А 
для всіх А Є В п- Підраховано порядки цих напівгруп.

Ключові слова і фрази: напівгрупа, монотонне перетворення, стискуюче перетворення, мо­
нотонні булеві функції.

Ливинский И.В., Жуковская Т.Г. О порядках двух полугрупп преобразований булеана // Карпат- 
ские матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 317-319.

Рассматриваются полугруппа 0 { В п) всех изотонньїх преобразований φ : В„ - »  В п упоря- 
доченного отношением включення булеана В п п-злементного множества (то єсть тех преоб­
разований, для которьіх и з А С В  следует φ(Α ) С φ (В )) и ее подполугруппа С (В п) тех преоб­
разований, для которьіх φ(Α) С А для всех А Є В п. Подсчитаньї порядки з тих полугрупп.

Ключевьіе слова и фрази: полугруппа, изотонное преобразование, преобразование с убьіва- 
ющим порядком, монотонньїе булевьі функции.
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I n t r o d u c t io n

In this article we explore the fundamental solution of Cauchy problem (FSCP) or the diffu­
sion equation with inertia, which depends on the inertia of many groups of spatial variables.

In 1934 based on a particular tangent process, Kolmogorov A.N. derived the diffusion equa­
tion with inertia [1]. Using the Fourier transform, Hormander L. found the fundamental solu­
tion of the equation [2].

To construction of fundamental solutions of the Cauchy problem for ultraparabolic equa­
tions where involved many authors, among them Weber M. [3], Il'in, A.M. [4], Oleinik O. A. [5], 
Eidelman S.D. [6], Ivasyshen S.D. [7] and their students. There were considered equations with 
one, two spatial groups of variables on which there is degeneration of parabolicity as well as
equations having features on the time variable. Detailed analysis of the theory of degenerate
parabolic equations in the appropriate time period is done in the works [8,9]. We consider the 
equations which have the degeneration of parabolicity for arbitrary finite number of groups of 
spatial variables. This research is a continuation of works [10,11].

1 N o t a t io n s  a n d  p r o b l e m  s t a t e m e n t

Let X . (^-1 1 / X\2/ · · · / %\n\r Х21/ -*-22/ · · · / %2ri2'  · ■ · / Xkl/ Xk2, · · · / Xknk/ · · · / Xpl/ Xp2/ · · · / Xpnp/
Xq i , .. ., Xml),  q =  p +  1, n i  >  n2 >  ■■■ >  np >  1, nk e  N , k =  1“ p, p Є N , m >  p, 

v
Σ  nk +  m — p =  n, x  Є R", ζ  Є R ” . Consider the Cauchy problem

k=l

P Щ m
dtu ( t , x )  -  Σ  Σ  xkjdXkj+lu ( t ,  x )  =  £  дгх2 u ( t , x ) , (1)

k=1 j = l  v = l  kl
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u (i, x) I t=T =  Uq ( x )  , 0 <  r  <  t <  T <  -boo, x e R ", (2)

where Mo (x) —  sufficiently smooth finite function. Let us find fundamental solution of Cauchy 
problem (1), (2).

2 C o n s t r u c t io n  o f  t h e  fu n d a m e n t a l  s o lu t i o n  o f  C a u c h y  p r o b le m  (1), (2).

The solution of the problem (1), (2) we will seek in the form of inverse Fourier transform of 
unknown function v (£, ζ ),  so

u ( t ,x )  =  (2π)~% exp { i  (x, ζ ) } ν  (t, ζ )  άξ. (3)

Since dtu (t ,x )  =  F (dtv (f, £)), and

Xkjdxkj+lu (:t ,x ) -  F ( - & ;-+1d&yi7 (£,£)) / d2x2 U (t ,x )  =  F ( f ,£ ))  ,

the problem (1), (2) is reduced to the problem

P nk m

btv (t, o  -  E  Σ  f y + iV *  ® = ' (4)
k= 1 j=l  k= 1

ϋ ( ΐ , ξ )  \ι= τ = ν 0 ( ζ ) ,  0 < τ < ί < Τ <  + 00, ζ  e  R". (5)

The following system corresponds to equation (4)

dt =  =  . . .  =  ^ « i - 1 =  ^ 21 =  _  άζ2η2- ι  _  _  άζη  _
ζΐ2 ζΐ3 ζΐηχ ζ ΐ ΐ  ζ2 η2 ζk2

_^knk- 1 _  άζρΐ _  _  άζΡηρ- 1 _  dv (6)
m
Σ

k = l

k̂nr.Let us find Σ  nk +  1 -  P independent integrals of the system (6). From dt =  - I '1* \ k =  1, p,
k= 1 iknk

we obtain

^knk — 1  =  ϊ ζ knk ~t" cknk—lr (7)

and from dt =  k =  l ,p,  using (7), we obtain

£fcn*-2 — knk +  t c knk- 1 +  c knk- 2/ (8)

and so on. From dt =  7—HcL we obtainbknv-i+1

2,b/cщ  τ  ^ kn k

. we obtaiink-j+l

_ V  0 - 1
ik n k- j  -  j f i k n k +  J J Z T i y Cknk- l  --------h Cknk- 2- (9)

Analogically, from dt =  g ,  using ξη  =  j0 ^ y & n k +  j ^ y C k„n +  ■ · · +  ck2, we obtain

tnk- 1 tn>~2
^1  =  K  +  Jnk -  2)\Clrlk~l 4---- + ck2 +  ckl· (10)
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Let us consider d t  =
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dv and find the integral

v = cexp {■ і  й  ( + + - + < * ) * ? -  t +i  & ((- τ)}'
with ί >  τ. The initial condition implies

V° ( й -Dlglni +  (Пі-г)!01" ! - 1 -̂----- TCl2 +  C1 1 '·  · - + с1я1-1/?1и1;
τ «2—1 χ т ”2-  ̂ x т γ ηΡ~ * ύ

(Π2- 1)1  Ь2π2 +  (П2— 2) ! C2 η2—1 Η--------Ь тс22 +  C2li · · · ;  ΐ ζ ΐ η 2 +  c 2 ην  · · · Ь2η2) · · · ί ( η~ ι } \ ζ ρ  ηΡ

+  ( ^ ^ 2 ) \ СР ηρ - 1 +  · · · + т с р2 +  Ср і ;  £ρ + ι  і ;  £p+2 1/ · · · / ζτη  l )  —  c >

(11)

(12)
therefore

( m P t
v =  exp {  -  E  & ( «  -  τ )  -  Σ  -  1)Ι) _1 +  r V l d l  -  2) !)~ '

*■ fc=l fc=l τ

+  · · ■ +  0СИ +  си) 2̂ } » » ^ ! » , ^ · - 1 ((n , -  l ) ! ) - 1 +  ”£ '  ((it! -  1 -  /)!)_1c

r " ' - 1- ' .......T?1„1+ c 1„1- i; f f1„); . . . ; f p „ , r " ' - I ( ( n , - l ) ! ) ‘ 1 +  ” E  ((« , ,  - 1 -  i ) ! ) -1
/=1

Cp«p-/ T nP 1 , .  . . , τ ζ ρ Π ρ  +  С р и р -і; £pnp; £р+11/ · · · / £ m l)

Replace С\щ-\, с2п2- ь  ■ · ■ ,c2\)■ ■ ■) срПр- ь  with their values that are found
from the system of first integrals, k  =  1, p ;

—  ^ k n k +  c knk—\r

ζίζη^—Ι =  ^кщ—1 Ί” ^knk—2/

ζ)<.ηκ—] — j\^knk “b ( j—iy j-k tik—1 +  ' ' - +  с̂ кщ ~ ]+ \  ~b c kn k—j/

ζ η =  (^ г Ь ф & п *  +  +  · · · +  ic fc2 +  Cfci.

Therefore Cknk—\ =  ζknk—\ ~  ίζΐknk/ k̂nk—2 =  ζknk—2 ^knk—l 2\̂ knk> · · · Let

_  ,  , , ( - 1) ’
(-knk—j — Qknk—j  tbkn k—j+ l  r ’ ‘ ‘ "τ' ■ j b k n k·

Let us show that

( - f )/+1 T
cfcWjt—0+1 ) =  - (/ '+ !)  — ^ k n k- j  H +  Q  _|_ -q , ifcn*·

(14)

(15)

Indeed, since ckrlk_(j^.i^ (/+!)* ^
using (14), we have

t'T‘ я „ A„
(у-f-l)! bfcn* j\ Lk n k- \  · ’ · (/—/+ !)! c k n k~ l lL k n k- j r

c k n k- ( j+ \ )  — ζ k n k - ( i+ \ )  (j+ \ y ^ k n k ]T ^ k n k- 1 (/—1+1)! {%knk - l  ^ k n k~ l + 1

~\~Jj£knk- l + 2  +   ̂^  ζ)ιηι<-1+μ +  ' - +  ^Jϊ^~ζknk \ — · · · — ί  n*.—/+1 2!

Cknk—j+2 +  · · ’ +  j\ ζknk) £/cn*.-(/+l) ^ k n k—j “b 2\^knk- l+ 2  +  ‘ ‘ +  ŷZ/ZjTJji ζkn k—l

· ( _ ! )  (_ iy - '+ >  -  c >_,+1 ( - 1) '- '  -  C2_,+I ( - 1Γ ' - 1-------- C p ;+1 (-1 )1  +

- ( - l  +  i y  +  i (~*y+1 
nk 0+1)! , where Cj =  ^ p ,  / e N  U {0 } .- ( - l  +  i y  +  i

We have established (15), hence (14) is correct. Using (14), the formula (13) is reduced to the 
form

{
m t P /

-  E $ i  (*  -  τ )  -  j  E ( & i  +  (/3 -  ί )  ζι<2 +  ■ ■ ■ +  ( β  -  ί ) " "

fc=l τ  fc=l v

( ( nf c - l )0  0̂ ( i l l  +  ( t  -  0 £12 η---------1- <' ( „ 1- 1)I ζ ΐ η ι , ζ ΐ 2 +  ( τ  — t)

ζ ΐ 3  -f---------l· (y l 2y  ? 1 « ι / · · ·/ ^ 1 « ι - 1  +  ( τ  _  0  ζ \ η ν ζ \ η λ'ζ2\  +  ( τ  -  ί )  ^22 +  · · ·

( « 2- 1)!
(т-ОиР

—1)! ?2 M2/ · · · / ?2π2—1 “I” ( τ  ί) 2̂ «2' (Τ 0  ' · · · '  ζρ 1 +  ( τ  ί) ^ρ2 Ί- · · ·
Up — 1

ірпр/ · · · /£pnp- l  +  ( τ  0  ζ ρ η ρ , ζ ρ η ρ ' ,ζ ρ + 1 1/ · · -/£m 1(«ρ -1)

From (16) we find

{
m p t /

<■(*.£)- E 4 ( ‘ - +  E  /  ( (^  -  O"*-1 ( ( » *  -  i ) i ) _1
fc=l /fc=lT 4

+  (f i -  ( ( « t  -  2 ) ! ) " 1 +  · · · +  ( β  -  f )  & a  +  ? н ) 2 < і Л  ко й и

+  ( τ  -  0^12 H--------f  £in ! ( τ  -  Ο ” 1 1 ( ( η ι -  1 )0 - 1 / · · ·^ ΐ η ι - ι  +  ( τ ~  0  ζ ΐ η ν ζ ΐ η λ, · · ■

!  +  ( τ  -  i )  +  · ■ · +  ( τ  -  ί ) ” ^ 1 ( (η ρ -  1 ) ! )  - 1, . . . , £рЯр- і  +  ( т  -  ί )  ζ Ρηρ , ξ Ρηρ , 

ζ ρ + 1 1 / · · ·  / 1 )  ά ζ

Let us make the change of variables in the integral (17)

£ifcl +  ( τ  -  t) ζk2 ------ f  ( r  -  t ) 4  1 ζ ]<4  ( (nk -  1)!)
-1

a fcl/

£kj  +  ( T  ~  0  ?fc/+i H-------- Ь ( r  -  t ) nk 1 ( ( « i t  -  1 )0  1 =  *kj

Єк nk- 1 Ί" ( τ  — 0  С/сп/t =  <Х-к n k —1/ 

Ккпк/ 
ζ ρ + 1 1 —  α ρ + 1  1 /

.?ml  =  aml, k = l , p .

From (18) we have

Cknk—1 — &кпк-\  ~  ~  t )  ^кщ г
( t - j i

ζknk—2 &knk—2 ( t  0  <Xk nk—l +  v 2\' &knkr 

ζkn k—j — <x-knk- j  ~  ( t  ~  τ ) Kknk- j + 1 +  ’ ‘  ̂ j\  ̂ &knkr

„ £ k l  a fcl τ )  a fc2 +  · ‘ · +  <%knkr k  — I ,  p .

(16)

(17)

(18)



Therefore

П f  (  p "k~1 (  (t — т)Пк~І \
u(t ,x )  =  (27г)-2 у  exp £  ixklj y)Cklj +  ( t -  T)ock2j+1 +  · ■ · +  (nk_ j y  Zknk)

m P m P r / /nm
+  £  z'xfciaw +  E ixkn&nk -  E  α1ι ( * - τ ) -  E  / ( ( β ~ τ ) 4 ~ ( K - 1) ! ) -  u  }

fc=p+l fc=l fc=p+l Jfc=l ^

+  (β ~  т) Пк 2 Я-кп^-І ( ( nk — 2)!) -----+«А;д) d/sj Vo(cc)doc.

Since ϋ0(α) =  (27γ)~2 / exp { - г (у ,а ) }  uo(y)dy, then u(t,x )  =  f  G(t -  τ , χ , ζ ) η 0( ζ )ά ζ/ where
Rn R"

G(t — τ , χ , ξ )  is FSCP. Hence, from (20) we obtain the formula G(t — τ,  x, ζ).

3 The  f u n d a m e n t a l  s o l u t io n  of  C a u c h y  pro blem  

For t >  τ , x Є IR”, ζ  Є IR" from the formula (20) we have

G (t -  τ, x, ζ ) =  (2n )~ n / exp J -  E  г [(*fci -  & i )  Ч і  +  ( *ki ~  &2 +  (t ~  τ )  xkl )
]R« I k=l

0Ck2 H------- +  ( * k j  -  ζ k j  +  Xk j -1  ( t  -  τ )  H----------b ' ( / - 1 ) !  Лкі  ------------

— +  x knk- 2 ( ί  — τ )  +  · · · +  ^ J j{~ z y r x n 1^ <X-knk- l  +  — — τ ) (21)

x knk- 1 H Ь ^(n*-l)! * n l ) +  E  * ( * u - £ n ) a Jti 
fc=p+l

, t / -..-1 N2
da..

(22)

-  Σ  4 \ ( ι ~ τ ) -  E y  +  (β -  τ )  flifc2 +  · · · +  ^  j  rfjB

In order to find (21), consider the integral

Γ* f  (β  — т}Пк~  ̂ \Ikit-τ,οί)  := Іак1 + ф - т)ак2 + ... +  ^ ; Лкп \ άβ.

Making the change of variables Θ =  jzr^, we have

Ik( t - T , o i )  =  ( t - τ )  j f  +  0 (f -  τ )  +  · · · +  —  у ockn^ j άθ.

1 2 iu -l ____
In (21) let us replace л'к1 ( t - τ )  2 =  ockl/. . .,oc'kl ( t - τ )  ( (nk -  1)!) =  ockrtk, k =  l ,p,

a.kl(t — τ )~2 =  ocki, k =  p +  1, m, and a! =  cc, then we obtain

G ( t -  τ ; χ ; ζ )  =  (2π) n exp j -  E  і [ (xki ~  ζ η )  « * ι  (ί -  τ )   ̂+  (xfc2- ^ 2 

+  (ί — т) χ/-ι) ak2 (t — τ )  2 Η-----+  (x*:/ — ζΐζj +  (t — τ )  xkj -  \ Η------+  Xfcl)

2/-1 / (t — x )nk~l \
Ч і ^ - т )  -------- Ь +  (i -  t )  4nk- i  H-------- Ь xkiJ (23)

Δ1Ί]ζ—1 _ . 1 . .
<*knk ( t - T )  і - ( « к - і ) !  -  £  (ж к і- Є к О я и ^ - т Г 2 -  E

fc=p+l /c=p+l
P Λ  , \2 1 P « f 1

— E  J  yX-ki ^ a fc2 +  ■ · ■ +  0 Пк ^&кпк)  d 6  \ doc ( t  — t )  ' Έ Π * '
Jfc=l fc=l fc= 0

Σ K - 1)2
where μ =  j  +  — -------

Let us calculate the integral I =  f j  (txkl +  6ock2 H---- +  9Пк 1оскПк) 2 άθ\

2 2 2 ОСьу Λ1.-5
4 ι  +  - f  +  - f  + +

2nk - l +  4\42  + . 1 2 °Ckl0Cki +
І

*kj*k{j+v)
2j + v — 1

_j_ 2°Ckl<X'knk +  
nk

ІХ-кпк—1а кпк
+ nk-  1

(24)

After making perfect squares in (24) we obtain

I = r “ kM  I
M r )  + 3 t S 7 Ї Ї + Ї Г . ;=3  7 ( / + ! ) ( /  +  2 )

2 '  (25)
n k l akj ( j - l ) . . . ( J - k 0 +  l ) \

j k  7 (7 +  1 )  · · · (7 +  ^0 — 1 )  J  + - - -  +  ^ nfc ν » * · · · ( 2 « * - 1 ) .

Using (25), let us make the change of variables in the integral (23)

4
E  *f = skl,

7=1 1

Д  7(7+1) -  Sk2'

V і ajc/0'-l)-(;-fco+l) „
jt ko / 0 ' + i ) - ( / + ^ o - i )  ~ Ski'

Ч пЛ щ - ! ) !
«Jfc—(2и*—1) 

k /̂cl =  Sfcl/

sknk' k =  l , p ,  

k =  p -\- l ,m.



Solving the equation (26) with respect to a, we obtain

afci =  sfci — 3sfc2 +  5sjt3 — 7sk4 H------ 1- ( —1)"* 1 (2nk — 1) skrlk,

2*3 =  Sfc2 ~  5sfc3 +  ^ fsfc4 — ^ fns*:5 +  ^ iP ^ sJt6 "+----f  (̂„^~2)''4 '5 .......... Я*; (2nk — 1) Sfcnjt,

я/5 ) ° р ] - і )  =  s4 -  W  + ! )  S4+1 +  -  2Д2' + з Р +5Ч +з
+ Ж т т ш ж ± і 25і/+4+ ...  +  н г ' в д ^ к ^ і ^ ,, + . . .

( - 1)"*-^2/(2/+1)...(И>+/-2)(2іц-1)
(nk-j)\ knkr · · · /

.4 «tar i («*-!)'·
(nk—l)...(2nk—3) -  Sknk-1  (2-nk 1) sknk/ п*(и*+1)(2п*-1) ~  k — l,p,
S*1=«*1/ fc =  p +  l,m.

From this system we find ockj ( j  — l)\, j  =  1, p, and substitute it in (23). Therefore G (f — τ; x; ζ )  
has the form

G ( f -  τ-,χ-,ζ) =  (2π )~ η [  exp (  -  £  £  (2* -  1) s2fc -  (  £  ( - 1 ) * " 1 (2k -  1) svfc)
Jw l ν= ι1 ^ ι  4 = i  7

І (Xvl -  ζν\) (* -  τ Γ 2  -  3!z’ ( ί  -  τ Γ 2  (* ι / 2 -  £ι/ 2 +  (t  -  τ )  Xvl) (s v 2  -  5sv 3  +  f s v 4
- _ „ / -ι\Μι/—2 \ 2fc—1

- ψ -Svs-------- ^ 2 ^ 4 - 5 . . . ^  (2nv — 1 )svrlvj ----------k. . .  (2k — 1) (f — т) і

(svk -  (2k + 1 ) svim +  2-^ s vk+2 -  ^ - ± ^ Syt+3 +  · · · +  ^ ) ( 2 g +2 ) ( ^

O, _L_ , / lV·-* 2fc(2fc+l)...(/+fc-2)(2/-l) ( —l)n|/~*:2fc(2fc+l)...(»̂ 4-̂ —2)(2n̂  —1) (27)
Si/fc+4 +  -r K l ) bv] (j_Jt)! ^  ^  (mv—Jk)!

^  E  Xvk—j  ̂  yj ^  +  · · · +  «t/ ( « v  1) . .  . (2n v 1) ( ί  — t )  2~ *svh„

/π,ζ- l  ,, w \ m  m ί Ί Ί
- (  E  Xnv- j 4 r -  -ζνην) E  Sfci +  г' E  (xki -  ζη) sk\ (t -  τ )  *  U s

4 y=0 ' ' '  fc=p+l fc=p+l J J

( t - τ )- '*  Π  f t * ( fc  +  l ) . . . ( 2 k - l ) .
v=l ;=1

In (27) we group the similar terms with respect to svj, we obtain

r ( V f j з
G(t -  τ ,  x, ξ) =  (2π) n exp -  і £  svi ( t - r )  2(* vl -  £vi) + s v2(i -  τ )  ?3!

•'®n I v=l
(*v 2  — ζν2  +  ( * v l  +  £ v l ) ( f — τ ) 2 _ 1 )  +  Sv3(t — r ) “ 23 · 4 · 5(*ι/3 — ζ ν3 +  ( х У2 +  ζ ν ΐ )

(t -  τ )2 ~1 +  (*„і -  £„ι)(ί -  τ ) 212_1) +  sv4(t -  τ )~$4 · 5 · 6 · 7(χν4 -  ^ν4
+ (^ ι / 3 +  iv 3 )(^ — τ )2 1 +  (Χν2 — ζν2) ( ϊ  — τ ) 210 1 +  (ί — τ ) 2(χι,ι +  ζ νι )  120 г) +  ...

+ n v(nv +  l )  . . . ( 2ην - l ) s v n (  Σ  Х у щ - №  -  ζνηυ -  2_1(ί -  τ )
 ̂ ;=0 '■

( ” γ->2 χνην- 1~ ί(* -τ )'  -c \ I /. т\ 2 ( Пу·^  Χηυ -Ϊ~ ί^ ~ τ )’ X λ (”ι/-2) I (^ ® )
 ̂ Ε  j! U n „-lJ  +  ( ί   ̂ V ;· _ 0 r- CvnO—2 j  4(2μ1/—3 ) · · · ·

+ ( —l ) n° - fc ( K  -  fc) ! ) _1 ( i  -  x ) n* ~ k2 k  ( 2 k  + 1 ) . . .  (2Jfc +  ( n v - k ) - 2 )

(2 k +  2 (nv -  k) -  l ) ( n v ... (2nv -  l ) ) - 1 (  Ε ' Xvk- lf r ^ ’ _  +  .. .  +  (_ і )я в-2

(ί -  τ ) « - - 2(λ:,2 -  ^2 +  (ί -  t ) * vi )  (2 (n, + 1 ) . . .  (2nv -  3) l )” 1 +  ( - l ) ”^ 1 

(ί —  τ )ηΏ~λ(χν\ — ζ ν\)(ην ... (2nv — 2 )  ! ) _ 1 ) 1  —  E  E  ( 2 ^ - l ) s 2 fc
 ̂J v=l fc=l

m
E

v=p+l

11
Svl “  І ( χν1  -  ζ ν \ )  Sv! ( t  -  τ )  2 jds (t — τ ) ' μ Π  ftfc(fc +  l ) . . . ( 2 f c - l ) .

ν=1fc=l

Analyzing (28), we obtain that G(t -  r, x, ζ ) for f >  r, x Є R",  ̂ Є Ж" is the Fourier 
transform of the function s

n r l·1 "P  „ m  ̂ Ί P «I/
(2^ ) _ !expJ  - E E  (2fc — 1) sjj. — E s ; , } ( f - T ) - ' , n  Π * №  +  1 ) · · · (2 *Γ -1 ),

*■ v=lk=l v=p+1 J v=lfc=i
thus

τ )  -  E  3
v=l

\Xv2 ζν2

( m
G(t -  τ , x, ζ )  =  (2y/n)~n exp \ -  Σ  |xvi — ^l/i|24~1(i

I v=l
+  (Xv\ +  ζνΐ) ( t  — t )  2_1| ( t  — r ) 3 +  180|Χι/3 — ζν3 +  (Xy2 +  ζ ν 2 )  ( t  — t )  2_1 

+  (Xy\ -  ξνλ) ( t -  τ ) 2 12-1!2 ( t  -  τ ) - 5 +  25200|x,4 -  ζ ν4 +  (^v3 +  ζ ν3) ( t  -  r )  2~г 
+  (Xv2 -  ζ ν 2) ( t  -  τ ) 2 10-1 +  (xvi -  ζ ν1) ( t  -  r ) 3 120-112 ( t  -  τ ) “ 7 H---- +  ( k  — l ) 2

k2 . . . ( 2 k -  3)2(2 k -  1 ) ( t -  τ ) - ^ - 1)
k - 1
E

/=o
X y k - j j t - T ) '

k—2, k -<

- U - (  E
v/=o

( ' e : 
/ 0

Sul) +  · · ·  +
(-l)^-2(t--r) (^ ) (^ 2-gv2+ (t-T)yi>1) | (- l)* - l(f - T)(*-l)

2(fc+l)...(2*-3) k...(2k—2)

( 1,1 -  ?vl) +  · · ■ +  (n„ -  l ) 21J2 (nv +  l ) 2... (2n„ -  3)2 (2nv -  1 )(( -  τ ) - ! 2” ' " 1)

" £ 1 ^ ^ ·~·Γ)Ι -  -  (ί -  τ )  2 -1 (  " ' f 2 ,-~ -|;/(,~r)i -  +  (ί -  τ ) 2
/=0 ' 4 /=0 у' у

(  Д  дг"»'~гу/(|~г)/ -  ? „ , _ 2)  + . . .  +  ( - ! ) " ■ - * (  д

/і і І- »̂\ 1 v . — т\/ \ / 2/"»

Xvk-j(t-T))
Т- ζνк̂

( t - т)»и-к 2k...(nv+ k -2 )  ( Y  X vk-lit-tY  X \ І І ( - ' ί)ην~2( Ι - τ ) η''-2(χν2- ζ ν2+ ( Ι - τ ) χ ι„)
(nv-k ) !  nv...(2nv—2) \ ,~Q J  b v k j - t -  +  2(«„+1)...(2«ν-3 )

+ (-1),"»,Ι.Χ-3ί)Μ ~?|,ΐ) Π I (‘ - τ )~ "  π  Π  k(k + 1) · · · (2fc — 2) ( 2k — I ) - !.
J J v= lk = l

Formula (29) shows shifts on the variable x. Reducing similar members, we obtain

V nvn r 1
G (t - τ ,  x, ζ )  = 2- ηπ ~ τ  Π  Π  k (k +  1 )... (2)к -  2) (2 k -  1)“ ζ (ί -  r ) " '1

v=lfc=l

e x p { -  E  \Xvl -  ζν ΐ\2 (t -  τ )  X4 Σ  [з |xv2 — ζν2 +  (*vl +  ζνΐ ) (t ~  τ ) 2_112
l v=l v=l L

(ί — τ ) 3 +  180|xV3 — ^ з  +  (xV2 +  ζν2) ( ί — τ ) 2-1 +  +  (xvi — ζ ν\) (t — r ) 212-1 

(t — τ )  5 +  25200 |xV4 — ^V4 +  (xv3 +  ζν3) (t — τ )  2-1 +  (xV2 — ζν2) (ί — t ) 2 10-1 
+  (*V1 -  ζνλ) (t -  r ) 3 120-ψ (t -  τ ) -7 +  · · · +  (t -  T) - (2fc_1) (k - l ) 2k2... (2 k -  3)2

(2k -  1) |xvfc -  +  (t -  r ) (Xyfc-i -  ^vjt-i) 2-1 H-----+  (x vfc_;· -  ( - 1 )7

(i _ Ty  (/ +  1 )... ( f c + ; - 2 )  (0' — 1) ! ) _1 ((fc — 1) *- - - (2Λ -  З) ) ” 1 +  ...

+  (xvi -  ( - l ) fc_1 ζν ΐ )  ( t -  τ ) * " 1 (2 (k -  1) k . . .  (2k -  З ))” 112 +  · · · +  (nv -  l ) 2 n2 . .  

(2nv -  3)2 (2nv -  1) (t -  t ) - ^ - 1) |x„v -  +  (i -  r )  (x„v_ i -  ^ _ j )  2" 1 +  ...

+  (xvi -  ( - ΐ Γ “ 4 ν ΐ )  ( t - T ) nv- 1 (2 (nv - l ) . . . ( 2 n v - 3 ) y 1\2 j ,

where t — τ  >  0, x Є Μ", £ Є 1R".

(29)

(ЗО)



Remark. The results can be transferred to the Kolmogorov systems [12,13].

R e f e r e n c e s

[1] Kolmogorov A.N. Zufallige Bewegungen (Zur Theorie der Brownchen Bewegung). Ann. Math. 1934, 35,116-117.

[2] Hormander L. Linear differential operators with partial derivatives. Mir, Moscow, 1965. (in Russian)

[3] Weber M. The fundamental solution o f  degenerate partial differential equation o f  parabolic type. Trans. Amer. Math. 
Soc. 1951,1 (71), 24-37.

[4] Il'in A.M. On a class ultraparabolic equations. Dokl. Akad. Nauk. 1964, 6 (159), 1214-1217. (in Russian)

[5] Oleinik O.A., Radkevych E. V. Second-order equation with nonnegative characteristic form. J. Math. Anal. & App. 
1969,1,165-173. (in Russian)

[6] Malytska G.P., Eidelman S.D. Fundamental solutions and the stabilization o f  the solution o f the Cauchy problem fo r  
a class o f  degenerate parabolic equations. Differ. Eq. 1975, 7 (11), 1316-1330. (in Russian)

[7] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Malytska G.P. A modified Levi method: development and application. Dopov. 
Nats. Akad. Nauk Ukr. Mat. Priridozn.Tekh. Nauki. 1998, 5,14-19. (in Ukrainian)

[8] Eidelman S.D., Ivasyshen S. D., Kochubei A. N. Analytic methods in the theory of differential and pseudod­
ifferential equations of parabolic type. Basel, Birkhauser, 2004.

[9] Ivasyshen S.D., Pasichnik G.S. On the Cauchy problem fo r  2^-parabolic systems with growing coefficients. 
Ukrainian Math. J. 2000, 52 (11), 1691-1705. doi:10.1023/A:1010427120130 (translation of Ukrain. Mat. Zh. 
2000, 52 (11), 1484-1496. (in Ukrainian))

[10] Malytska G.P. Construction o f  the fundamental solution o f  Cauchy problem fo r  the diffusion equation with variable 
inertia. Math. Methods Phys. Mech. Fields 1999, 3 (42), 56-60. (in Ukrainian)

[11] Malytska G.P. On the structure o f  the fundamental solution o f  the Cauchy problem fo r  elliptic-parabolic equations 
generalize the diffusion equation with inertia. Bull. National Univ. "Lviv Polytechnik" 2000, 411, 221-228. (in 
Ukrainian)

[12] Malytska G.P. Systems o f  equations o f  Kolmogorov type. Ukrainian Math. J. 2008, 60 (12), 1937-1954. doi: 
10.1007/sll253-009-0182-4 (translation of Ukrain. Mat. Zh. 2008, 60 (12), 1650-1663. (in Ukrainian))

[13] Malytska G.P. Fundamental solution matrix o f  the Cauchy problem fo r  a class o f  systems o f  Kolmogorov type equations. 
Differ. Eq. 2010, 46 (5), 753-757. (in Russian)

Received 25.08.2014

Малицька Г.П., Буртняк І.В. Фундаментальний розв'язок задачі Коші для одного рівняння типу 
рівняння дифузії з інерцією // Карпатські матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 320-328.

В роботі знайдено явний вигляд фундаментального розв'язку задачі Коші для рівняння 
типу Колмогорова, що має скінченну кількість груп просторових змінних, за якими є виро­
дження параболічності.

Ключові слова і фрази: рівняння Колмогорова, фундаментальний розв'язок, вироджені па­
раболічні рівняння.

Малицкая А.П., Буртняк И.В. Ф ундаментальний реиіение задачи Коїии для одного уравнения типа 
уравнения диффузии с инерцией // Карпатские матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 320-328.

В работе найдено явний вид фундаментального решения задачи Коши для уравнения типа 
Колмогорова, имеющий конечное количество групп пространственньїх переменньїх, по кото- 
рьім єсть вьірождение параболичности.

Ключевьіе слова и фрази: уравнение Колмогорова, фундаментальное решение, вьірожден- 
ньіе параболические уравнения.

ISSN 2075-9827

Carpathian Math. Pubi. 2014,6 (2), 329-336 

doi:10.15330/cmp.6.2.329-336

М а с л ю ч е н к о  B.Κ., М и р о н и к  О.Д.

ПРО НЕПЕРЕРВНІСТЬ КС-ФУНКЦІЙ ЗІ ЗНАЧЕННЯМИ В ПЛОЩ ИНІ С ІДРА

Показано, що площина (Гідра М  — це σ-метризовний простір, який не має розвинення. У 
кожної квазінеперервної функції / : X —>· М  множина С (/) точок неперервності залишкова 
в X. Досліджено множину С(/) для функцій / : X х У —> М , які квазінеперервні відносно 
першої змінної і неперервні відносно другої змінної.

Ключові слова і фрази: неперервність, квазінеперервність, КС-функція.

Yuriy Fedkovych Chemivtsi National University, 2 Kotsjubynskyi str., 58012, Chemivtsi, Ukraine

Вс т у п

Площина Сідра M , що була введена Дж. Сідром [2, приклад 9.1] і узагальнена в пра­
ці [10], —  це вичерпний і неметризовний простір. В останні роки активізувалося вивчен­
ня множини С(/) точок неперервності нарізно неперервних відображень зі значеннями 
у просторах, близьких до метризовних (див. [8] і вказану там літературу), отож надійшла 
черга і до відображень зі значеннями в М . Так у [12] було досліджено множину С(/) 
для нарізно неперервних відображень / : Χχ х ... х Х„ М , визначених на добутках 
зв'язних топологічних просторів. Застосований там метод полягав у тому, що на осно­
ві зв'язності образу f (X\ х ... х Хп) доводилося, що / набуває значень в одній з компо­
нент зв'язності простору М , а всі вони гомеоморфні числовій прямій R. Між тим, при 
дослідженні множини С(/) у нарізно неперервних відображень зі значеннями в R, чи за­
гальніше, в метризовних просторах Z, спочатку вивчають її для так званих КС-функцій 
/ : X х У —» Z, які квазінеперервні відносно першої і неперервні відносно другої змін­
них, а потім розглядають функцію f ( x  \,...,хп) від п змінних як функцію f i x ,  у) від двох 
змінних х =  (χχ, ..., хп- і )  і у =  хп, адже часто нарізно неперервні відображення вияв­
ляються квазінеперервними. Тому природно виникло питання про множину С(/) для 
КС-функцій / : X x Y - 4  М , яке і досліджується у цій праці. Крім того, добре відомо [13], 
що у квазінеперервних функцій / : X —> У зі значеннями в метризовному просторі У 
множина С(/) залишкова в X. Тому постало питання: чи буде С(/) залишковою множи­
ною і для квазінеперервних відображень / : X ->· М? З допомогою властивості злічен- 
ності ланцюжків чи інакше властивості Сусліна [11], [3, с.ЮЗ] ми доводимо структурну 
теорему для квазінеперервних відображень / : X —>· М , з якої легко виводиться зали- 
шковість множини С(/) для таких відображень. Ця ж властивість відіграє важливу роль 
і в дослідженні на сукупну неперервність ІСС-функцій / : X х У —> М. Попередні версії 
отриманих тут результатів були анонсовані в тезах [9].
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У працях [5-7] були отримані загальні теореми про сукупну неперервність нарізно не­
перервних відображень та їх аналогів зі значеннями в сильно σ-метризовних просторах, 
cr-метризовних просторах та просторах Мура. Щоб ними скористатися, постало питання: 
у який з цих класів входить площина Сідра? Тут ми з'ясовуємо, що площина Сідра М  є 
(7-метризовним простором, але не має розвинення, отже, не є простором Мура. Питання 
про те, чи буде М  сильно <7-метризовним залишається відкритим. З того, що М  —  це <7- 
метризовний простір, випливає [5], що для довільного топологічного простору у кожного 
квазінеперервного відображення / : X —* М  множина С(/) буде залишковою.

1 К в а з ін е п е р е р в н і  ф у н к ц і ї  зі з н а ч е н н я м и  в М

Функція / : X —> У називається квазінеперервною в точці Xq, якщо для довільного околу
V точки t/ο =  /(хо) У просторі У і для довільного околу U  точки *о в X існує така відкрита 
непорожня множина G в просторі X, що G C U  і / (G ) C V , і просто квазінеперервною, 
якщо вона є такою у кожній точці простору X. Множину А в топологічному просторі X 
ми називатимемо квазівідкритою, якщо A  C intA.

Наступне твердження є характеризацією квазінеперервності.

Твердження 1.1. Функція f  : X  —> У буде квазінеперервною т о д і  і  т і л ь к и  т о д і ,  к о л и  про­
образ f -1  (V ) довільної відкритої м н о ж и н и  V в просторі У е квазівідкритою множиною в 
просторі X.

Аоведення. Необхідність. Нехай / —  квазінеперервне відображення, V  —  довільна відкри­
та множина в просторі У. Покладемо А  =  /_ 1(У ) і покажемо, що множина А є квазівід­
критою в просторі X. Для цього з'ясуємо, що A C intA. Візьмемо Хо Є А  і покажемо, що 
*0 Є intA. Ясно, що уо =  / (*о) Є V. Оскільки множина V відкрита, то вона є околом 
точки уо· Нехай U  —  довільний окіл точки Хо в X· 3 квазінеперервності функції / випли­
ває, що існує така відкрита непорожня множина G в просторі X, що G C U  і / (G ) C V. 
Оскільки множина G відкрита і G С / г(У ) =  А, то G C intA. Отже, 0  ф G C U  П intA. 
З того, що U  —  довільний окіл точки XQ, отримуємо, ЩО Xq Є intA. Отже, множина А 
квазівідкрита.

Аостатність. Нехай / : X —> У —  таке відображення, що для довільної відкритої 
множини V  в просторі У її прообраз /~1(V/) є квазівідкритою множиною в просторі X. 
Візьмемо довільну точку *o Є X і доведемо, що / квазінеперервне в точці *ο· Нехай V — 
довільний відкритий ОКІЛ ТОЧКИ Уо =  /(хо) в просторі У і Li —  довільний відкритий окіл 
точки Xq в просторі X. За припущенням, прообраз А =  / _1 (У ) —  квазівідкрита множина 
в просторі X. Оскільки уо Є V , то Xq Є А. Множина А  квазівідкрита, тобто A  C intA, а 
значить, xq Є intA. Тому U  П intA ф 0 . Покладемо G =  U Г) intA. Множина G відкрита, 
непорожня, G C U  і G C intA С А, а, отже, /(G) C V. Тому відображення / квазінепе­
рервне В ТОЧЦІ Xq. □

Ми будемо використовувати наступний добре відомий результат з [13].

Теорема 1. Нехай X  —  топологічний простір, У —  метризовний простір і / : X —> У —  
квазінеперервне відображення. Тоді С(/) —  залишкова множина.

Нагадаємо, що площиною Cidpa М  ми називаємо топологічний простір, що складає­
ться з точок півплощини R  х [0, +оо), топологічна структура на якому вводиться так: 
множина W буде околом точки р =  (х,у) з у >  0 в М , якщо існує таке ε Є (0,у ), що 
We(p) =  {x }  х (у — ε, у +  ε) C W, і околом точки р =  (х, 0) в М , якщо існує таке ε >  0, що 
Щ р )  =  ( ( χ - ε , χ  +  ε) х [0,ε)) \ ( { x }  х (0,ε)) C W.

Позначимо М х =  { x }  х (0, +оо), де х Є IR і Lo =  R  х {0 }, і зауважимо, що відображе­
ння φ : R  —> Lo, для якого φ(χ) =  (х,0), і всі відображення ірх : (0, +оо) —> М х такі, що 
ψχ (у) =  (х,у), є гомеоморфізмами. В [12] було показано, що площина Сідра М  подається 
у вигляді

M ^ o U l j M *  ( 1)
хєк

диз'юнктного об'єднання своїх відкрито-замкнених зв'язних підпросторів М х та замкне­
ного зв'язного підпростору Lo, які є разом з тим компонентами зв'язності площини Сідра. 

Нам буде потрібне таке просте твердження.

Лема 1.1. Нехай (А „)~=1/ (В„)~=1 і (С„)~=1 — три п о с л і д о в н о с т і  п і д м н о ж и н  т о п о л о г і ч н о г о
ОО

простору X, причому X =  LI А п і д л я  к о ж н о г о  η виконуються наступні умови Cn С Вп С
η= 1

Α η, А П\ВП —  ніде не щільні множини в X, а множини С„ залишкові в Вп. Тоді множина
ОО

C =  U Сп є залишковою в X.
η= 1

Аоведення. За умовою для кожного η різниця В„\СП є множиною першої категорії в Вп,
ОО

а значить, і в X. Тому і множина L =  (J (Вп \ Сп) —  це множина першої категорії в X.
п= іОО

Інше об'єднання M  =  (J (А „ \ Вп) —  це теж множина першої категорії в X. Зрозуміло,
η=1

00 оо оо

що X =  U Αγι —— LJ Вя u М  =  U C „ U L U M = : C U L U M ,  причому L U М  —  це множина
п = 1 «= 1  n= 1

першої категорії в X. Тому С — залишкова в X. □

Кажуть, що топологічний простір X має властивість зліченності ланцюжків чи інакше 
властивість Сусліна, якщо довільна диз'юнктна система відкритих непорожніх множин 
простору X є не більш, ніж зліченна.

Теорема 2. Нехай X  —  топологічний простір з властивістю зліченності ланцюжків і 
/ : X -> М  — квазінеперервне відображення, А и =  / - 1(М Ц) для кожного u Є R, 
В =  / ^ (L o ), G =  intB і Gu =  intA„. Тоді:

(i) множина E =  {u Є R  : Gu ф 0 }  не більш ніж зліченна, множина W =  G U ( (J Gu)
ue E

відкрита і залишкова в X і f ( G )  С Lq, a f ( G u) Q M u для кожного u Є R;

(ii) множина C ( f )  залишкова в X.

Аоведення. ( і ) Оскільки множини М и відкриті в М , то за твердженням 1.1 А и —  квазівід- 
криті в X. Множини Gu відкриті, і оскільки f ( G u) П f ( G v) C М и П M v =  0  при u ф v, 
то GUC\GV =  0 , якщо u ф v. Крім того, Gu C A u C Gu. Зауважимо, що А и ф 0  тоді і 
тільки тоді, коли Gu ф 0. Оскільки множини Gu утворюють систему відкритих попарно



диз'юнктних множин в X, а простір X має властивість зліченності ланцюжків, то множи­
на Е =  {и Є R  : Gu φ  0 }  не більш ніж зліченна.

Покажемо тепер, що G С В. Якби це було не так, то існував би такий елемент Хо, 
що Хо Є G і хо І  В. Тоді уо =  /(хо) І  Lq- А  значить, у0 Є М „0 для деякого uq є  R. 
Множина М щ відкрита в М , отже, є околом кожної своєї точки, зокрема, точки уо- Тому, 
оскільки множина G є околом точки Хо, а функція / квазінеперервна, існує така відкрита 
і непорожня множина Я, що міститься B G i/ (H ) С М щ. З того, що Я  C G С В, випливає, 
що Я  П В ф 0 . Але це неможливо, бо / (Я ) С М щ, f ( B )  C Lo і М „0 П Lo =  0. Отримана 
суперечність показує, що G С В.

Із зображення площини Сідра М  у вигляді (1) випливає, що X =  В U ( U А и). Множи-
иЄЕ

на W =  G U ( U Gu) відкрита, як об'єднання відкритих множин.
иЄЕ

Зауважимо, що

В \ G C В \ intB =  fr В і А и \ Gu C Gu \ Gu =  fr Gu.

Множини frB і frGH ніде не щільні як межі замкненої і відкритих множин. Тому і різниці 
В \ G та А и \ Gu — це ніде не щільні множини. Оскільки X \ W =  (В \ G) U (J ( А и \ Gu)

иЄЕ
і множина Е не більш ніж зліченна, то X \ W —  це множина першої категорії. Таким 
чином, W —  відкрита залишкова множина в просторі X. Включення /(G ) C Lo випливає
з того, що G С В =  /_ 1(Lo), так само f ( G u) Q М и, бо G„ C А м =  /- 1(М „).

( іі) Оскільки множини G та Gu відкриті, то звуження g  =  / \ g  g u  =  f\cu будуть ква- 
зінеперервними разом з /. При цьому g (G )  C Lo і gu(Gu) С М„, отже, g і gu набувають 
значень у метризовних просторах Lo і М и. За теоремою 1 множина C(g ) буде залишко­
вою в G, а множини C(gu) —  залишкові в Gu для всіх и Є Е. На основі відкритості G і 
Gu матимемо, що C (g) =  C (f )  П G і C (gu) =  С (/) П Gu для кожного и Є Е. При цьому 
множини В \ G і А и \ Gu ніде не щільні, отже, за лемою 1.1 множина

С =  C (g )  и  ( □  C ( g u ))
иЄЕ

є залишковою в X. Але

С =  (С (/ )  n  G ) U ( U  (С (/ )  П G u) )  =  С (/ )  n w c  C ( f ) ,
иЄЕ

отже, і множина С(/) залишкова в X. □

2 K C -ФУНКЦІЇ ЗІ ЗНАЧЕННЯМИ в М

Наведемо деякі позначення і означення, які нам будуть потрібні в цьому пункті.
Для функції / : X x У —» Z і точки р =  (х ,у ) Є X х У покладемо /х (у) =  /у(х) =  

/ (х,у). Функція / : X х У —* Z називається КС-функцією, якщо для кожного х Є X  фун­
кція /* : У —* Z неперервна і для кожного у Є У функція /у : X —у Z квазінеперервна. 
Сукупність усіх таких функцій ми позначаємо символом КС(Х  х У, Z).

Система V непорожніх відкритих множин називається псевдобазою топологічного про­
стору X, якщо для кожної непорожньої відкритої в X множини G існує такий елемент
V Є V, що V  C G. Якщо у просторі X є не більш ніж зліченна псевдобаза, то він сепара- 
бельний, а кожний сепарабельний простір має властивість зліченності ланцюжків.

Нам знадобиться теорема, яка випливає з результатів праці [4].

Теорема 3. Нехай X  і У —  топологічні простори, Z  —  метризовний простір і 
/ Є КС(Х  х У, Z ). Годі:

(i) якщо У задовольняє першу аксіому зліченності, то для кожного у Є У множина 
Су(/) =  {х  Є X : (х ,у ) Є С (/ )} залишкова в X;

(ii) якщо У задовольняє другу аксіому зліченності, то множина Су(/) =  {х  Є X : 
{ x }  х У C С(/ )} залишкова в X.

Теорема 4. Нехай X  —  топологічний простір, який має не більш ніж зліченну псевдобазу, 
У —  зв'язний берівськийпростір і / : X  х У -*  М  — КС-функція. А и =  {х  Є X : / *(У ) С 
М и} для и Є IR, В =  /- 1(Lo), Gu =  intAM і Я  =  intB. Годі:

(і; =  /yo1(M w) для довільного уо Є У і кожного и Є R;

(ii) В =  А  х У для деякої м н о ж и н и  A C X і Я  =  G х У, де G =  intA, причому Я  С В;

(iii) множина E =  {u Є R  : Gu ф 0 } не більш, ніж зліченна, а множина W =  G U ( [J Gu)
u eE

відкрита і залишкова в X, при цьому /(G х У ) С  Lo, a f ( G u х У) С М „ для кожного 
u Є £;

(їу) якщо У задовольняє першу аксіому зліченності, то для кожного у Є У множина 
Су(/) =  {х  Є X : (х ,у ) Є С (/ )} залишкова в X;

(v ) якщо У задовольняє другу аксіому зліченності, то множина Су(/) =  {х  є  X : 
{ х }  х У С  С (/ )} залишкова в X.

Аоведення. (і) Візьмемо уо Є У, u Є R  і доведемо, що А м =  /^1(М „). Покажемо спершу, 

ЩО A„ C f y ^ (M u). Візьмемо деяку точку х0 Є А„. Для неї/*°(У) С М„, зокрема, /Уо(х0) =  
f x°(yo) Є Л4М, отже, хо Є fy ^ {M u). Покажемо тепер, що fy0l ( M u) С А„. Візьмемо Хо Є 
//01(М у),тоді z0 =  fyQ (х0) =  /*°(уо) Є /ж° (У). Функція f x° неперервна, простір У зв'язний, 
отже, образ /*°(У) є зв'язною множиною. Оскільки —  компонента зв'язності і zo Є 
М и П/*°(У ), то обов'язково мусить f x° (У ) С М„. Отже, Хо Є А и.

(іі) Покажемо, що В =  А  х У, де А  —  деяка множина в X. Справді, нехай ро =  
(хо,Уо) ^ В, тоді /(ро) Є Lo- Перевіримо, що {хо } х У С В. Будемо міркувати від су­
противного. Припустимо, що існує така точка уі Є У, що (хо,Уі) І. В. Тоді / (xо, у і) ^ Lo, 
а значить, існує такий індекс щ є R, що /(хо,уі) Є М „г  Оскільки М щ —  компонента 
зв'язності площини Сідра М  і М щ П f x° (У ) ф 0, а множина f x° (У ) зв'язна, то обов'язко­
во /*° (У ) С М „г  Але /*°(у0) = / (р о ) ^ L0, отже, /х°(уо) І  М щ , а значить, /*°(У ) ^  М Иі, 
що приводить до суперечності. Тепер зрозуміло, що для множини А =  ргх (В) будемо 
мати, що А  х У =  В. Тоді В =  А  х У і Я  =  intB =  G х У, де G =  intA.

Покажемо тепер, що Я  С В. Припустимо, що це не так, тобто існує точка ро =  
(хо/Уо) Є Я  \ В. Оскільки ро ^ В, то zo =  /(ро) І- Lo, а, отже, існує індекс и0 Є R, такий, 
що Zo Є М „0. Оскільки ро Є Н і  множина Я  відкрита в X  х У, то існують такі околи і і  і У 
точок Хо і уо у просторах X і У відповідно, що U  х У  С Я. З неперервності відображення 
fxо у точці уо і відкритості М ио в площині Сідра випливає, що існує такий відкритий окіл
V точки Уо в просторі У, що f x° (V )  C M Uq i V C V .  Оскільки /у(х0) Є М „0 для кожного



у Є У, то з квазінеперервності /у у точці Хо випливає, що для кожного у Є V існує така 
відкрита непорожня в X множина Оу, що Оу C U  і /у (Оу) C M UQ.

За умовою простір X має не більш ніж зліченну псевдобазу U =  {U n : п Є IN }. Для 
кожного номера п розглянемо множини

Вп =  {у є У  : Un С Оу}.

Ясно, що U Вп — V, бо U  —  це псевдобаза в X, а множини Оу відкриті в X. Оскільки про-
neN

стір У берівський, то його відкрита непорожня множина V є множиною другої категорії 
в У. Тому існує такий номер т, що множина Вт десь щільна, тобто intBm ф 0 . Покладемо 
у0 =  V  П intBm і Бо =  Vq П Вт. Оскільки Vo —  відкрита множина в X, Vo С Вт, то Vo Я В0. 

Крім того, множина Vm =  intBm відкрита і непорожня в У і Vm С Вт. Тому Vm C Vm П Вт, 
отже, Vm п Вт ф 0 . Але Вт C V, тому Vm П Вт C Vm Π V =  V0, звідки випливає, що 
множина Vb відкрита і непорожня, а тому Во Ф 0 . Ао того ж ясно, що Vo C V.

Покладемо lio =  Um. Для кожного у Є Во будемо мати, що у Є Вт, а значить, ііо =  
Um Я Оу, звідки випливає, що /у(ііо) Я fy iPy ) Я М ио. Це показує, що /(lio x В0) C M Uq. 
Для кожного х Є Uo відображення /х : У —> М  неперервне, отже,

/*(V0) С / * (fy ) С / Ї Щ  Я / ( {х }  х В0) С / (і і0 х В0) С М „0 =  М Ио.

Тому, /(Lio x Vo) =  U f x(V0) С М „0. Множина О =  UQ x VQ відкрита і непорожня.
ХЄІІо

Взявши довільний елемент у Є Во, ми отримаємо, що Uo =  Um С Оу C U, адже у Є Вт. 
Крім того, Vo C V  C У. Таким чином, O C U x V C H Q B .  Тому О П В ф 0 , отже, існує 
точка р Є О П В, для якої/(р) Є Lo- Але це неможливо, бо /(О ) C М „0, a M Uo DLq =  0 .

(iii) Зауважимо, що відкриті множини Gu диз'юнктні, бо такими є множини А и, тому 
множина Е не більш ніж зліченна, адже простір X має властивість зліченності ланцюжків, 
бо він має не більш ніж зліченну псевдобазу. За умовою теореми, Gu Я А и для кожного 
и Є E і f ( A u х У) Я М и, тому f ( G u х У) C f ( A u х У) С М„. Оскільки G x Y = H C B —
А х У, то /(G  х У) C / (А  х У) C Lq. Множина W =  GU U Gu відкрита, як об'єднання

иЄЕ
відкритих множин. Зауважимо, що з умови ( і )  та твердження 1.1 випливає, що множини 
А ц є квазівідкритими, а тому А „ C Gu. Звідси маємо, що A U\ G U Я Gu \ Gu =  frG„. 
Подібним чином, А  \ G =  А  \ intA C А  \ intA =  frA. Оскільки множини frG„ та frA є 
ніде не щільними, то такими ж будуть і їх підмножини А  \ G та А и \ Gu для кожного
и Є R. Із зображення площини Сідра (1) випливає, що X =  A  U ( (J А и). Тому X \ W =

иєЕ
(A  U U А и) \ (G U U Gu )  -  (А  \ G) L1 ( [_| Ац \ С ц )  —  множина першої категорії, як

иЄЕ иєЕ иєЕ
зліченне об'єднання ніде не щільних множин. Отже, множина W  є залишковою в X.

(iv) Нехай простір У задовольняє першу аксіому зліченності. Розглянемо відображе­
ння gu —  /|Ghx y  та g =  f  |gxY/ я к і  є КС-функціями, як звуження КС-функціїна відкриту 
множину. При цьому gu(Gu х У) C М и і g(G  х У ) С  Lo, тобто відображення g та gu набу­
вають значень у метризовних просторах М и та L q . За теоремою З ( і )  маємо, що множини 
Cy(gu) та Cy(g) є залишковими в Gu та G відповідно. Множини Gu та G відкриті, отже, 
Cy(gu) =  Cy(f)  П Gu i Cy(g) =  Cy( f )  П G. Оскільки множини A  \ G та A u \ Gu є ніде не 
щільними, то за лемою 1.1 множина C =  Cy(g) U ( U C/ (gu) )  є залишковою в X. Крім то-

иЄЕ
го, C =  (Cy(f )  П G) U ( U (Cy(f )  Π Gu) — Cy(f) П W, отже, C C Cy( f ) .  Звідси випливає, що

иЄЕ
множина Су (Я  сама є залишковою в X.

(v) Нехай простір У задовольняє другу аксіому зліченності. Розглянувши ті ж від­
ображення gu =  /|g „ x Y та g =  f\cxY, які є КС-функціями, як звуження КС-функції на 
відкриту множину, і міркуючи аналогічно до доведення властивості (iv), на основі твер­
дження (іі) теореми 3 можна довести, що множина Су(/) є залишковою в просторі X. □

З П л о щ и н а  С ід р а  і с г -м етр и зов н і п р о с т о р и  т а  п р о с т о р и  М у р а

Нагадаємо, що топологічний простір Z називається σ -метризовним (сильно σ- 
метризовним), якщо існує така зростаюча послідовність його замкнених метризовних

ОО
підпросторів Ζ η, Щ О  Z =  U Ζ η (і Д Л Я  КО Ж Н О Ї збіжної В Ζ ПОСЛІДОВНОСТІ ТО ЧО К  Zfc існує

п—1
таке п, що {zk : k Є N }  C Z n). Така послідовність підпросторів (Z „)~=1 називається ви­
черпуванням σ-метризовного чи сильно и-метризовного простору Z.

Теорема 5. Площина Сідра М  —  це σ -метризовний простір з вичерпуванням Z n — 
{ (х ,у )  Є M  : х Є R iy  =  Оабоу >  і } .

Аоведення. Розглянемо підпростори Lq =  R  х {0 } і М Х:П =  { x }  х [і, +оо) площини Сі­
дра М . Очевидно, що простір Lq гомеоморфний до R, а простори М Х/П гомеоморфні до 
[й, +°°)/ отже, як Lo, так і М Х/П —  це метризовні простори. Ясно, що

■Zn =  Lo U І_j М Х/П,
жек

причому з означення топологічної структури простору М  легко випливає, що Z n —  це 
пряма сума просторів Lo і М ХіП, де х Є R. Але пряма сума метризовних просторів теж 
буде метризовним простором [3, с. 384, теорема 4.2.1], отже, всі підпростори Z n простору 
М  метризовні. Крім того, вони, очевидно, замкнені і Z n C Z„+1 для кожного п. Таким 
чином, послідовність ( Z n )~=1 —  це вичерпування σ-метризовного простору М . □

Зауважимо, що побудована в теоремі 5 послідовність просторів Z n не буде вичерпу­
ванням М  як сильно сг-метризовного простору. Справді, легко перевірити, що послідов­
ність точок zk =  (1,1) збігається до точки 0 =  (0,0) в М , але {zk : k Є N }  ^  Z n для 
кожного номера п. Авторам невідомо, чи буде М  сильно σ-метризовним простором.

З теореми 5 і теореми 2 статті [5] негайно випливає такий результат

Теорема 6. Аля кожного топологічного простору X  у  довільного квазінеперервного від­
ображенняf  : X —> М  множина C ( f )  залишкова в X.

Нагадаємо, що розвиненням топологічного простору Z називається така послідовність 
його відкритих покриттів W n , ЩО для кожного z Є Z послідовність множин

stw„(z) =  |J{W : z e W G W „ }

утворює базу околів точки z в Z. Простір Мура —  це регулярний простір з розвиненням.

Теорема 7. Площина Сідра М  не має розвинення, отже, не є простором Мура.

Аоведення. Справді, М  як вичерпний гаусдорфовий простір [2] буде паракомпактом [1], 
а кожний паракомпакт є колективно нормальним простором [3, с. 453, теорема 5.1.18]. 
Якби у М  було розвинення, то за метризаційним критерієм Бінґа [3, с. 488, теорема 5.4.1] 
простір М  мав би бути метризовним, а це не так [2,10]. □
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We show that the Ceder plane M  is a cr-metrizable space, which does not have a development. 
For every quasicontinuous mapping / : X —» M  the continuity point set C { f )  is residual. We 
investigate the continuity point set C(/) of a mapping / : X x У -*  M , which is quasicontinuous 
with respect to the first variable and continuous with respect to the second one.
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Показано, что плоскость Сидра М  —  зто cr-метризуемое пространство, у которого нет из- 
мельчения. У каждой квазинепрерьівной функции / : X —» М  множество С(/) точек непре- 
рьівности будет остаточним в X. Исследовано множество С (/) для функций / : X х У —> М , 
квазинепрерьівньїх по первой переменной и непрерьівньїх по второй.
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AROUND P-SMALL SUBSETS OF GROUPS

A  subset X of a group G is called P-small (almost P-small) if there exists an injective sequence 
(gn)neu) in G such that the subsets (gnX)new  are pairwise disjoint (gnX r\gmX  is finite for all distinct 
n,m ), and weakly P-small if, for every n Є to, there exist g o , . . . , g n Є G such that the subsets 
g0X, ■ ■ ■ / gnX  are pairwise disjoint. We generalize these notions and say that X is near P-small if, for 
every n e  ω , there exist g o , . . .  , g n Є G such that g(X  П gfX  is finite for all distinct i , j  Є {0 
We study the relationships between near P-small subsets and known types of subsets of a group, 
and the behavior of near P-small subsets under the action of the combinatorial derivation and its 
inverse mapping.

Key words and phrases: P-small, almost P-small, weakly P-small, near P-small subsets of a group; 
the combinatorial derivation.
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I n t r o d u c t io n

Let G be a group with the identity e, [G] <ω denotes the family of all finite subsets of G.
A subset X of G is called

• large if G =  FX  for some F Є [G]<a;;

• small if L \ X is large for each large subset L of G;

• P-small if there exists an injective sequence (gn)neu; in G such that the subsets (gnX)new 
are pairwise disjoint;

• weakly P-small if, for every n Є ω, there exist go, - - - ,gn Є G such that the subsets 
goX, . . . ,  gnX  are pairwise disjoint;

• almost P-small if there exists an injective sequence (gn)neω in G such that gnX , .. . ,  
gmX  is finite for all distinct m, n;

• near P-small if, for every n Є ω, there exist go, . . . ,gn є  G such that g,X П gjX  is finite for 
all distinct i ,j Є {0  , . , . , η } ;

• thin if gA  Π A  is finite for for every g Є G\{e};

• sparse if, for every infinite subset У of G, there exists a non-empty finite subset F C У 
such that flg eF & X  is finite.
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The terms large and small subsets appeared in [2], P-small subsets were introduced unex- 
plicitly by Prodanov [7] and explicitly in [3, § 2.1]. Every infinite group G can be generated by 
some small and P-small subset [4] and contains weakly P-small not P-small subset [1]. Each 
almost P-small subset of a group can be partitioned into two P-small subsets [6]. For thin 
and sparse subsets see [6]. We recall that a subset X of an amenable group G is absolute zero 
if μ(Χ )  =  0 for each left invariant Banach measure μ on G. It is easy to see that each near 
P-small subset of an amenable group G is absolute zero. By [6, Corollary 5.1], each absolute 
zero is small. Hence, each near P-small subset of an amenable group is small. By [6, Theorem 
5.3], each countable amenable groups contains a small subset which is not absolute zero. On 
the other hand, we take a free group FA in the alphabet A, | A  | >  1, choose а Є A  and consider 
a subset X of all group words in A  starting with я or a-1. Then X is P-small but X is large, so 
X is not small.

In this note we introduce near P-small subsets generalizing weakly and almost P-small sub­
sets. A ll results are exposed in section 2. We study the relationships between modified P-small 
subsets and thin subsets (Theorems 1 and 2), and the behavior of near P-small subsets under 
the action of the combinatorial derivation and its inverse mapping (Theorems 3 and 4). The 
combinatorial derivation, the main tool in this note, was introduced in [9] and studied in [5],
[10], [11]. Some necessary auxiliary statements on the combinatorial derivation are arranged in 
section 1. In section 2 we also show that a near P-small subset needs not to be neither weakly 
nor almost P-small (Theorem 5) and partition every infinite group G into No P-small subsets 
(Theorem 6). For partition of a group into Ho small subsets see [8].

1 T h e  c o m b in a t o r ia l  d e r iv a t io n

For a group G, V q denotes the family of all subsets of G. A  mapping Δ : V q V q defined 
by Δ (Α ) =  {g  Є G : gA  П A is infinite} is called the combinatorial derivation. Clearly, Δ (Α ) =
0  if A  is finite and e Є Δ (Α ), (Δ (Α ) ) -1 =  Δ (Α ) for each infinite subset A  of G. An infinite 
subset A  is thin if and only if Δ (Α ) =  {e}. We denote Symc =  {X C  G : X =  X -1, e Є X } 
and use the following auxiliary statement [10, Lemma 2.6].

Lemma 1. For every subset А Є Symc there exist two thin subsets X, У such that

A (X U Y ) =  A.

Lemma 2. For every countable group G and every non-empty subset А  Є Symc, there exists a 
subset X  o fG  such that Δ (Χ ) =  A  and G =  X X -1.

Proof. We enumerate G =  {gn : n Є ω }, put Fn =  {go/ · . · , £ « }  and write the elements of A
in a sequence (an) neω (if A  is finite, all but finitely many an are equal to e). Then we choose
inductively a sequence (Χη) η<=ω of finite subsets of G of the form

Xn =  {Уп/ gn,  %n0r ЯО^пО/ X n l,<*\Xn\/ · · · r Xnn, ЯпХпп }  

such that, for each n Є ω,

(я) Fn+iX-n+i П F «+ i(X o  U · · · U Хп) =  0 ;

(.b) Fn{yn,gnyn}nFn{(Xni,aiXni} =  0 , i  Є { Ο ,.,.,η };

(c) Fn{ x ni laiXni}  Π Fn{ ( x nj ,a jXnj }  =  0 , for all distinct i , j Є {0 ,... ,n}.

After ω  steps, we denote X =  \Jneu) Xn■ By the choice of (Xn)neω, we have G =  X X -1 and 
A  C Δ (Χ ). The conditions (a), (b), (c) guarantee Δ (Χ ) C A. □

2 R e s u lts

Theorem 1. For every infinite group G, the following statements hold
(i) every thin subset o fG  is almost P-small;
( ii) there exists a thin but not weakly P-small subset ofG.

Proof. The statement ( i ) follows directly from corresponding definitions. To prove (ii), we 
consider two cases: | G | =  No and | G | >  Nq . If G is countable, we enumerate G =  {gn : 
n Є ω},  put Fn =  {gon, ■ · -,gn} and choose inductively a sequence (xn)new in G such that, for 
each n Є ω, Kn+1{x n+1, gn+ix n+1} П Kn{xi,giXi : і <  η} =  0. Then the subset X =  {xn,gnXn : 
n Є ω }  is thin but gX  f| X φ  0  for each g Є G so X is not weakly P-small. If | G |> No, 
we denote K =  I G |, enumerate G \{e} =  {g a : ос Є к}, put Хо =  {e}, choose Хо Є G such 
that xo,goXo І  Xo and construct inductively a κ-sequence {xK : а Є к } in G and a κ-sequence 
{X a : dl Є к } of subgroups of G such that, for each ос Є к,

(α) χα, gaxa І  Ха;
(b) Χα+ι is a subgroup generating by Xa and {g a, xa};
(c) Xu =  (Jj8<a Χβ for each limit ordinal а Є κ.
After k steps, we denote X =  {xa,guXu : a Є k}. By (b), gX  f| X φ 0  for each g Є G, so 

G is not weakly P-small. To verify that X is thin, we take an arbitrary g Є G \ {<?} and use
(b), (c) to choose 7 Є k such that g Є X7+i\X7. Since g (X  П X7) C X?+1\X7, by (я) and (b), 
we have Ig (X  П X7) pX| <  2. If у Є g(X\X7+i )  f|X then у Є {*Л/£*л, for some
A, μ >  7 +  1. Thus, | g (X  \ X7) П X |< 4. By (я) and (b), | X П (X7+i \ X7) |= 2. Hence,
I gX  Π X I <  8 and X is thin. □

Theorem 2. For every infinite group G, there exist two thin subsets X, У o f G such that X, Y is 
not near P-small.

Proof. We use Lemma 1 to find thin subsets X, У of G such that Δ (Χ  U У) =  G, so X U У is not 
near P-small. □

By [6, Lemma 2 ], the family of all sparse subsets of G is closed under finite unions. Since 
each thin subset is sparse, Theorem 2 gives a sparse but not near P-small subset X U У of G.

Theorem 3. There exists a P-small subset X o f the group G =  Q2 such that Δ (Χ ) is not near 
P-small.

Proof. We use the Cartesian coordinates in G, put X =  { (x ,y )  Є G :| x | + 1}  and
note that (0,2z) +  X П (0,2ζ ' )  +  X =  0  for all distinct z, z' Є Z . Hence, X is P-small.

We observe that Δ (Χ ) contains the subset У =  {{x,y) Є G : — | x | < y < | x | }  and 
А (У ) =  G, so Δ (Χ ) is not near P-small. □



We recall [10] that a family T  of subsets of a group G is А-complete (V -complete) if Δ (Χ ) є  Τ  
for each X Є Τ  (Δ (Χ ) Є T  implies X Є T ).  By Theorem 3, the family of all near P-small 
subsets of a group G need not to be Δ -complete.

Theorem 4. For every infinite amenable group G, the family o f all near P-small subsets o f G is
V  -complete.

Proof. We assume the contrary and choose a subset X of G such that Δ (Χ ) is near P-small 
but X is not near P-small. Then there exists the minimal natural number n such that, for any 
F C G, I F |= n, there exist distinct x,y Є F such that xX  П уХ  is infinite. By the minimality 
of n, there is H C G, | Η | =  n — 1 such that xX  f| yX is finite for all distinct x,y Є H. Given 
any g Є G \ H ,  there is hg Є H  such that gX  f| hgX  is infinite. If follows that hg lg Є Δ (Χ ), 
G \ H C Η Δ (Χ ) and Δ (Χ ) is large. Hence, Δ (Χ ) is not absolute zero and Δ (Χ ) could not be 
near P-small. □

We do not know whether Theorem 4 holds for non-amenable groups.

Theorem 5. For every countable Abelian group G, there exists a near P-small subset X  which 
is neither weakly nor almost P-small.

Proof. Suppose we have a sequence (Sn) neu> of finite subsets from SymG such that \ Sn \> n 
and

(a) Sk П SjSj =  {e }  for any i ,j,k Єш,к<£ {/ ,;}·
We apply Lemma 2 to find a subset X of G such that Δ (Χ ) =  G\ (Jneo; and G =  X X -1. 

We note that, for any distinct g\,gi Є G
(b) if g ^ g i  є Sn th en g iX p l^ X  is finite;
(c) if <?Γ\?2 Unea; Sn then £iXf| g lX  IS infinite.
The condition G =  X X -1 implies that X is not weakly P-small. Since | Sn |> n, by (b), X 

is near P-small. We assume that X is almost P-small and choose an injective sequence (xn)neω 
in G such that x,X f) XjX is finite for all distinct Є ω. Since XoX f| is finite, by (c), there 
exists і Є ω  such that Xq1X\ Є S,·. Analogously, for n >  1, there exist k,j Є ω  such that
х ^ х п Є Sk/ Х Ї1xn Є Sj. We note that Xq1x\ =  (xq1xn) (xn 1xi)> X\l Xn =  (x f  1xo)(^o ^n ), 
Xq1xh =  (x0"1X i)(^ r1;c« ) · Thus, we have got

*o ^ S; f') SkSj, X| xn Є Sj f )  SjSk, Xg xn Є Sk |"""Ί SiSj,

and, in view of (я), i =  j  =  k. Hence, (x^“1x„) Є S, for any n >  2 that is impossible because S,· 
is finite, so X is not almost P-small. To conclude the proof, it remains to find (Sn)new satisfying 
(a). Since each infinite Abelian group contains either infinite cyclic subgroup, or the Pruffer 
p-subgroup, or the direct product of No finite groups, the late is a routine exercise. □

It should be mentioned that initially above construction appeared to find a weakly P-small 
but not almost P-small subsets of G.

Theorem 6. Every infinite group G can be partitioned into No P-small subsets.

Proof We take an arbitrary countable subgroup H  of G, decompose G into right cosets by H 
and choose some set R of representatives of cosets, so G =  HR. Then {hR : h Є H }  is a desired 
partition of G.

□
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Протасов I.B., Протасова К.Д. Навколо P -малих підм нож ин груп // Карпатські матем. публ. — 
2014. —  Т.6, №2. —  С. 337-341.

Підмножина X групи G називається Р-малою (майже Р-малою), якщо існує ін'єктивна по­
слідовність {gti)n€ur в G така, що підмножини {gnX)new попарно не перетинаються (gnX П g mX  
скінченні для всіх різних п, т), і слабко Р-малі, якщо для кожного η є ω , існують g o , - . . , g n Є G 
такі, що підмножини g o X ,. . . , g „ X  попарно не перетинаються. Узагальнено ці поняття: під- 
множина X називається близько P-малою, якщо для кожного п є  ω  існують g o , . . .  ,g„ Є G 
такі, що g iX  П g jX скінченні для всіх різних і, j  є {0  , . , . , η } .  Досліджено співвідношення між 
близько P-малими підмножинами і відомими типами підмножин груп, досліджено поведінку 
близько P-малих підмножин під дією комбінаторної похідної та її оберненого відображення.

Ключові слова і фрази: Р-малі, майже P-малі, слабко Р-малі, близько P-малі підмножини 
групи; комбінаторна похідна.

Протасов И.В., Протасова К.Д. Вокруг Р-мальїх подмножест в групп // Карпатские матем. публ.
—  2014. —  Т.6, №2. — С. 337-341.

Подмножество X группьі G назьівается Р-мальїм (почти Р-мальїм), если существует инь- 
ективная последовательность (gn)new в G такая, что подмножества (gnX)new попарно не пе- 
ресекаются (g„X П g m X конечньї для всех различньїх и, т), и слабо Р-мальї, если для каждого 
п Є ω , существуют g o , . . . , g n Є G такие, что подмножества g0X , .. ■ , g nX попарно не пересе- 
каются. Обобщеньх зти понятия: подмножество X назьівается близко Р-мальїм, если для каж­
дого п Є ω  существуют g o , . . . , g n Є G такие, что g ,X П g jX  конечньїе для всех различньїх 
і, j  Є {0 ,. ..,  п}.  Изученьї соотношения между близко Р-мальїми подмножествами и известньї- 
ми типами подмножеств групп, изучено поведение близко Р-мальїх подмножеств под действи- 
ем комбинаторной производной и ее обратного отображения.

Ключевьіе слова и фрази: Р-малая, почти P-малая, слабо Р-малая, близко Р-мальїе подмно­
жества группьі; комбинаторная производная.
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ЗАДАЧА З КОСОЮ  ПОХІДНОЮ ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ З 

ІМПУЛЬСНИМИ УМОВАМИ І ВИРОДЖЕННЯМ

З допомогою принципу максимуму і апріорних оцінок вивчається задача з косою похідною 
для лінійного параболічного рівняння зі степеневими особливостями в коефіцієнтах за про­
сторовими змінними та імпульсними умовами за часовою змінною. У гельдерових просторах 
зі степеневою вагою встановлено існування та єдиність розв'язку поставленої задачі.

Ключові слова і фрази: крайова задача, імпульсна умова, виродження, особливості.

Yuriy Fedkovych Chemivtsi National University, 2 Kotsjubynskyi str., 58012, Chemivtsi, Ukraine

Вс т у п

Математичне моделювання багатьох фізичних та хімічних явищ приводить до задач 
з виродженнями та особливостями для рівнянь із частинними похідними. Зокрема, у рів­
нянні Шредінгера, яке описує стан квантомеханічної системи, коефіцієнти визначають 
потенціальну енергію і мають степеневі особливості при молодших похідних [1]. Дослі­
дження питань існування і якісних властивостей розв'язків крайових задач для рівнянь з 
виродженням проведені у працях [2-4].

Вивчення систем з розривними траєкторіями пов'язано з розвитком техніки, в якій ім­
пульсні системи керування відіграють значну роль. Багато задач теорії оптимального ке­
рування, теорії ядерних реакторів, динамічних систем приводять до періодичних крайо­
вих задач для диференціальних рівнянь з імпульсною дією. Задачі для систем звичайних 
диференціальних рівнянь з імпульсною дією глибоко вивчені у працях А.М. Самойленка 
і О.М. Перестюка [5,6] та інших авторів.

Питання існування періодичних розв'язків рівняння із частинними похідними гіпер­
болічного типу з імпульсною дією вивчалися у працях [7-9]. Побудові теорії коректності 
задачі Коші для параболічних систем з імпульсною дією у максимально широких про­
сторах Діні присвячено другий розділ монографії [10].

У цій статті розглядається задача з косою похідною для лінійного параболічного рів­
няння із степеневими особливостями довільного порядку в коефіцієнтах рівняння і кра­
йовій умові на деякій множині точок та імпульсними умовами за часовою змінною у ви­
значені моменти часу. Одержано існування та встановлено оцінки похідних розв'язку 
поставленої задачі у гельдерових просторах зі степеневою вагою.
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1 П о с т а н о в к а  з а д а ч і  і о с н о в н и й  р е з у л ь т а т

Нехай D —  обмежена область простору R " з межею 3D, dim D =  η, Ω —  деяка обме­
жена область, Ω C D, dim O <  п — 1. В області Q =  [io^N+i) х D  розглянемо задачу 
знаходження функції м(£, х), яка при t ф t\, А Є {1,2 , . . .  ,N } ,  х Є D \ Ω  задовольняє 
рівняння

(Lw)(i, х) =  

умови за змінною f:

dt -  ]Р  Aij(t, x)dXidXj +  Σ  Ai(t,  х)дХі +  Λ 0(ί, x) 
ij= 1 i= 1

u(t,x)  =  / (f,x ), (1)

u(t0 +  0,x ) =  <po(x), 

w(iA +  0,x ) -  u(t\ 0, x) =  xp\u(t\ — 0, x) +  x),

і крайову умову

lim (В и -  g ) ( t ,x )  =  lim V b i i t ^ ^ ^ u  +  b o i t r X ^ - g ^ ^ )
χ—>zed D  Lx—>zedD i=l

=  0,

(2)

(3 )

(4 )

де ίο <  h  <  h  <  · · · <  tu <  tfj+i·
Означимо простори, в яких вивчається задача (1)-(4). Нехай Q ®  =  [ffc, ijt+i) x D, к Є 

{0 ,1 ,..., N },  βί, Ύ, q, l —  дійсні числа, β =  {β 1, . . . ,βη}, β{ Є (-οο,οο), у >  0, q >  0, / >  0, 
Ρ (ί,χ ), Ρ ι(ί(1),χ (1)), Hj(t ( l \ xW ) ,  Ri(t(2\ χ(2)) —  довільні точки із Q^k\ і Є {1 ,2 , . . . , « } ,  

χ(!) =  (χ ^ , . , . , χ Ι^ , . , . , χ ^ ) ,  χ(2) =  (χ }1), . . . ,χ {1\,χ[2̂ ,χ{]?1, . . . , χ ? ) ), p =  |χ — ζ\,

s(/3,-,x) =  ρΡ< прир <  1 ΐβ(βί ,χ)  =  1 прир >  1.
Позначимо через Cl (y; β; q; Q) —  множину функцій u, які мають неперервні частинні 

похідні при t ф t\, х £ Ω, вигляду д\дгхи, 2і +  \г\ <  [І], для яких скінченна норма

\\и; 7;/3; 0 ;Q ||0 =  sup{sup|u|} =  ||w;Q||0,
k  Q ( k )

\\u;rfi;q)Q\\i - s u p {  Σ  \\u;r^;qj;Q{k)W2i+\r\ +  <u; 7; M ; Q (fc)>/}
k 2i+|r|<[/]

eesuP {  £  sup s(q +  (2i +  \r\)j,x)\d\drku(P)\ ]^ [s (—r;/$y,x)
k 2i+\r\<[l]PeQ(k) j=  1

+ S i sup
2i+\r\=[l] (.Px,Hv) c Q (k>

s(q +  /7,x ) f j s ( - r /jSi,x)|a!ta X P 1) -  d\drxu(Hv)\
M

X X; — хі2)I {/}s (- {/ }£ „ ,x )

+  sup
(R „,H „)c QW

β^ +  ΐ Ί , χ ϊ Υ Ι β ί - Τ ι β ί , χ ) ^  - № \  i * }  \d\drxu(Rv) -д\д гхи{Ну) ] ]\ ,  
j = i

де |r| = r x -\------ Yrn, l  =  [/] +  {/}, s(q,x) =  min { s ( q , x ^ ) , s ( q , x ^ ) .
Щодо задачі (l)-(4 ) вважаємо виконаними умови:
а) для довільного вектора ξ  =  (ξ ι , . . . ,  ξ „ )  виконується нерівність

π ΐ|£|2 <  Σ  Α ν(* 'Χ)8(β ί+ β ; 'Χ ) ζ ί ζ ;  ^  π ΐ\ζ\2' 
'7=1

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


τί\, π2 —  фіксовані додатні сталі, s()З,- +  х)Ац  Є Сй(7; β; 0; Q), s(p,·, х) Л, Є С“ (7; /3; 0; Q),
s ^ 0, x ) A 0 Є C“(7;j6;0;Q),infA0(i,x) =  я0 > 0, а Є (0,1), μ { >  0, μ 0 >  0;/ Є С ^ ^ · ,  β; μ 0) Q ) ,

Q
φο Є С2+а(7;)3;0; D);

fi _1/2

б) вектори =  { ^ s), . . ,,bis)},  =  s^ j ,x )b j  i =  {e i , . . . ,e „},ej =
1=1

утворюють з напрямком зовнішньої нормалі п до 3D в точці Ρ (ί,χ ) Є Г кут менший за

£ ,Г  =  M n + i )  x3D ,3D  Є C ^ s ^ x t y -  Є С1+а(7; β;0; Q), s(5,x)bo Є C1+a(7;£ ;0; Q), 

b0(i/*)|r >  0, <5 >  0, £ Є C1+a(7;jS;J;QW), lim (Βφ0 -  g ) ( t0,x )  =  0, [g (iA + 0 , x )~
x^zedD

g ( h -  0 ,x)]aD =  [ψλ£(*λ -  0,x) +  B<Pa(*A/*)]3D/ <Pa Є C2+a(7;]B;0;Q  П (ί =  ίΛ)), 7 =  

max j  max(l +  /3,),тах(рг· — βΐ), ^ ,^ | ·

Правильна така теорема.

Теорема 1. Нехай для задачі (1)-(4) виконані умови а), б). Тоді існує єдиний розв'язок 
задачі (1)-(4) із простору С2+а (7, β; 0; Q) і справджується нерівність

{
N N
Ε  Г К 1 +  №λ|)(||φ*-ι;7;0;θ;(2η (t =  і*_і )||2+я

fc=lA=fc

+  H/; 7; уЗ;̂ 0; Q (fc-1)IU +  lls ;7 ;0 ;*;Q (k_1) lli-f*) (5)

+  II ψν) 7 /  βΐ 0 ; Q n  (f =  £n) |І2+л

+ II/; r  ft w; 0<N) 11« + te 7 ; ί; i; Q(w) lli+«}  ■

Для дослідження задачі (l)-(4 ) встановимо спочатку коректну розв'язність множини 
крайових задач з гладкими коефіцієнтами. З множини одержаних розв'язків виділимо 
збіжну підпослідовність, граничне значення якої буде розв'язком задачі (1)-(4).

2 О ц ін к а  розв 'язків к р а й о в и х  з а д а ч  з г л а д к и м и  к о е ф іц іє н т а м и

Нехай =  Q (fc) П j  (t, x) Є QW  p(x) >  — j ,  m >  1 —  послідовності областей, які при

m —> 00 збігаються до Q^k\
Розглянемо в області Q задачу знаходження функцій um(t ,х), які задовольняють при 

t ф t\ рівняння

_ η η ,
(L i «m)(i ,x ) =  dt -  E  aij(t,x)dXidXj +  E ei(f,x)d*, + a 0( t ,x )  um =  f m(t,x) ,  (6)

ij= 1 i= l

умови за змінною t:

um(f0 +  0,x) =  <p$(x), (7)

Um (ίλ +  0/ x) -  urn (ίλ -  0, x) =rp\Um{ t \ -  0, x) +  <pLA) (*A/ *)/ (8)

і крайову умову

(βΐΜ/я-gm )(i,x )|r =  Е Л«(* '* )3*іМ«  +  M f/*)Mm ~gm(t ,x )  = 0 . (9)
i=l Г

Коефіцієнти αψ я,·, я0, функції/ш, φ$\ ψ\η \ gm в області Q $  співпадають з Αη, A,·, A q, 

f> ψθ, (p\r g відповідно, а в областях Q \ Q $  є неперервним продовженням коефіцієнтів 

Αη, А,, Ао, функцій/, φο, ψχ, g із областей Q $  в область Q \ Q ®  із збереженням гладкості 
і норми [12, стор. 82].

Для розв'язків задачі (6)-(9) справедлива теорема.

Теорема 2. Нехай um(t,x ) —  класичний розв'язок задачі (6)-{9) в області Q і виконані 
умови а), б). Тоді для um (t, х) правильна оцінка

N (  "IMf<*)l < E 1 П(1 + IfclXIIft ;βη(( = f*_i)||o + ІІ/тЯо'-'О*4 4ΙΙο
k=1 [̂ A=k

+ ll«»V1;Q(i_1)llo)} + llwQn (t = <n)IIo + k »  v 1; Q<N) II» + ΙΙ/»“ό’; Q(N) Ilo·

Аоведення. Нехай max um(t, x) =  um(Ri) .  Якщо R\ Є Q (k\ то в точці R\ виконуються спів­

відношення
QW

dtUm(R i )  >  0,dXjum(R\) — 0, ^  aij{R\)dXibx.um{R\) <  0 (11)
'7=i

um(R\) <  su p ^ flo 1). (12)

і задовольняється рівняння (6). З урахуванням (11) і рівняння (6) в точці R\ правильна 
нерівність

Иів(Кі) <  sup( f ,u0
QW

Нехай minum(i, x) =  um(R2)· Якщо R2 Є Q^k\ то в точці R2 виконується співвідноше-
Q(k)

ння

3fMm(R2) <  0,3x;um(R2) =  0, aij(P-2)dXidXjUm(R2) ^  0 (13)
'7=1

і задовольняється рівняння (6). З урахуванням (13) і рівняння (6) в точці R2 маємо

М Я 2) >  і ^ ( Л яо 1)· (14)
QW

Якщо Ri Є [ijt, ifc+i) x 3D, то виконується умова (9). Оскільки t̂ Urr' ^ 1̂  >  q (вектор
d. е

задовольняє умову б)), ТО 3 рівності (B\Um — gm){Rl)  =  0 маємо

Um(R l )  <  sup(gmhQ1). (15)
QW

Якщо R2 Є [tic, ijt+i) x dD, to  dUm(̂ 2l  <  0. Враховуючи крайову умову (9), маємо
de

U m (R i )>  miigmho1). (16)
Q

У випадку, коли R\ Є D, або jR2 Є D з початкової умови (7), одержимо



Враховуючи нерівності (12), (14), (15), (16), (17) при к =  0, одержимо

I K ; Q (0)||o <  ll/mflo1;Q (0)llo +  \\gmK1'’ Q {0)\\o +  lkL0);D||0. (18)

Якщо R\ Є Q i l ( f  =  iA), або Р2 Є Q Π (£ =  ід)/ А >  1, то враховуючи умову (8), 
одержимо рекурентні співвідношення

||м«;Q η (ί =  ίΑ)||ο <  ( і  +  |^Al)l|Mm;Q(A_1)||o +  lkLA);Q n  ( t  =  iA)||0. (19)

Об'єднуючи нерівності (12), (14), (15), (18), (19), одержимо нерівність (10). □

Знайдемо оцінки похідних розв'язків um(t,x) . Введемо у просторі Cl (Q ) норму 
||«m;7; 0;fl;Qllz, еквівалентну при кожному фіксованому т гельдеровій нормі, яка визна­
чається так само, як і ||h;7;/5;<7;Q||/, т іл ь к и  замість функцій β(βί,χ) беремо відповідно 
ά(βί,χ) : ά(βΐ,χ) =  т а х) ,т~^) ,  якщо βι >  0 і ά(βι,χ) =  mm(s(jSj, x), якщо

β, < ο.

Теорема 3. Нехай виконані умови теореми 1. Тоді для розв'язку задачі (6) — (9) правиль­
на оцінка

(  N N
I I 7; β ;0; Q||2+a <  с< £  {  Г К 1 +  І^лІ)(| ІП -і;7;^ ;0; Q Π (t =  **-і)ІІ2+«

/с= 1  A=fc

+  ll/;7;^;^o;Q(fc 1)IU +  llg;7;£;<S;Q(fc 1} ||i+a) }  

+  ll<PN;7;£;0;Qn ( t =  ^ ) І І2+«

+  II/; 7 ;  β; Q (N) IU + II# 7 ; β ; <5; Q (N) |

(20)

ll+a

Аоведення. Для знаходження оцінки (20) в області Q (k) розглянемо задачу

(L\Um) ( t , x )  =  fm(t/ x ) ,  [ B l  Um grn){f ,  x )  IrM =  i^k +  0, x ) =  G^j ̂  (ifc, x ) ,  (21)

д еГ «  =  [tk/ tk + l ) x 3D, (to, x )  =  < p $ ( x ) , x  Є D, G ^ \ t x , x )  =  (1 +  ^A)[ttm(fA -  0 , x )  +  

cp{m \ h , x ) ] ,  x e Q f ) ( t =  t\) , А Є {1 , . . . , N } .

В областях розв'язок крайової задачі (21) існує і єдиний в просторі C2+a(Q (k'1) 
([4, стор. 364]). Знайдемо його оцінку. Використовуючи означення норми та інтерполя­
ційні нерівності із [11], маємо

IIUm)7;β;0; Q (fc)ІІ2+Я <  (І  +  εα) ( « « ; Ύ,β)0; Q (fc))2+a +  c(e)||um; Q(fc)||0,

де ε —  довільне дійсне число із (0,1). Тому досить оцінити півнорму (um; 7; β; 0; Q^)z+a-  
Із визначення півнорми випливає існування в Q ^  точок Ρχ, Hv, Rv, для яких правильна 
одна з нерівностей

|̂|uw;7;/3;0;Q(fc)||2+a <  Εμ, μ Є { 1, 2}, (22)
1

де

Еі = Σ  |41}- 4 2)| “d((2 + 0 ί ) Ί , χ )ά (—(χ.βν, χ ) Υ Υ ά ( —νιβ],χ)\3\31χϋηι(Η ν) — д\дгхит(Р\)\,
2i+\r\=2 j = 1

Е2 =  X ] |f(1) -  i (2)|- 2d((2 +  a )7 ,x ) ]^ [ i i (- r 7j3y/f)|3if3^wm(H 1/) -  3'f3 > m(P v)|,
2і+И=2 /=1

d(7 , x) =  min(d(7 ,x (1̂ ),d(7 ,x^2̂ )).

Якщо |х^ — хі2) І >  n 1d(‘y — βν, x ) =  Τχ, εχ —  довільне дійсне число із (0,1), то

£і < 2 £̂ ||Wm;7 ;i6;0;Q«||2. 

ε2
Якщо \№ — f(2)| >  d(27,x )-^  =  T2, то
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£2 < 2 £- a||uw;7;^;0;QW||2.

Застосовуючи інтерполяційні нерівності до (23), (24), знаходимо 

Εμ <  εα||ит ; 7; β; 0; ||2+α +  c(e) \\um; ||0.

(23)

(24)

(25)

Нехай \x„ — Xy \ <  Τχ, \tW — i(2̂| <  T2. Будемо вважати |xj, — yv\ >  4Τχ, у Є 3D і 
d(7,х ) =  d(7, х̂ 1)), Ρ χ ^ ,χ ^ 1)) Є fc Є {0 ,1 ,. . . ,N }.  В області Q(fc) запишемо задачу 
(21) у вигляді

3t £  *гу(рі )3 * л ·  Ww — яг'/( -F4)]Зд:,·3χ̂ ·t//!
<7=1 «7=1

У~! a i (P)^XiUm й0 ( P ) wm +  /ш ( t /X)  — F ( t , X ,  Um),
i=l

Um(ffc+0,x) =  Gj?(£fc,x),

{  Σ > ( ρΐ )  -  -  ^o(P)um + g m (P )}
i=l i=l r(*)

(26)

(27)

(28)

— ^m(f; ЗС/ wm)lr(*:)·

Нехай Ут —  область із Q^k\ VT =  { ( i ,x )  Є Q^k\\xj — x^\ <  τΤχ, / Є {1 , . . . ,η } ,  

|ί — ί(χ)| <  τ 2Τ2}. В задачі (26), (28) зробимо заміну um(t,x)  =  vm(t,y), yj =  ά(β], x ^ )x j ,  
одержимо

(L2Vm)(t,y) =  dt -  Σ  aij(pi № г  + £ / '* (1) )аг/А/ ^  =  F(t,Y}Vm), (29)
«7=1

M ffc  +  Ο,Υ) =  G{k\ tk,Y),

( B 2 V m ) { t , y )  Ir(jfc) =  [Е ^ (Р х )Й (^ ,Х (1))3У(.ий
' i=l

Фщ (i/ V/ |ρ(ί:)/

(30)

(31)

де У =  ( ί ί ( - ]βχ,χ(1))χχ,.../ίί(-^„,χ (1))χ„).
Позначимо через yj1̂ =  ά (β ι ,χ ^ )χ ^ \  =  { ( t ,y ),  |ί — £^| <  τ 2Τ2, |у;· — yj^| <

Тд/Тг} і візьмемо тричі диференційовну функцію η(ΐ, у), яка задовольняє умови



Тоді функція a’m(t,y) — vm( t ,y ^ ( t ,y )  задовольняє крайову задачу

П

(L2a>m)(t,y) =  Σ  ач(ріΜβί +  £ / , x ( 1 ) ) { 3y ,.t>m 3yy?7 +  dyjvmdytf +  vmdyidyjt7 }
ij=1 (32)

+  η F ( t ,Y ;vm) =  F i(t,y ,vm),

wmfe  +  0( y) =  G $ ( t k, Y ^ ( t k,y), (33)

(Я2̂ т)(*,у)|г«  = {7(i,y)0(i,Y;r?m) — X̂ fcf(Pi)d(^f,*J1))ayii/}
1=1

Ξ φ ^ ί , ϊ ; ^ ) .
r «

(34)
На підставі теореми 5.3 із [4, стор. 364] для розв'язку задачі (32)-(34) і довільних точок 

(М і ,  M 2) С У у 2 справджується нерівність

dr* (M i ,  М 2) \d\drxvm ( M i ) -  d\drxvm (М 2) І
(35)

-  Ĉ f l Ĉ“ (V^) +  HGm ^)Wc2+«(v£\n{t=tk)) +  ИФ,И

2і +  І r І =  2, d(Mi,  M 2) —  параболічна відстань між точками М\ і М2.
Враховуючи властивості функції J/(i,y), знаходимо

ІІріІІс-(»'<;>) - cd (_ (2  +  *Ь > * !Я Ш м ; г Л ї г . О »  +  K ;  V$ Ilo  + ΙΚ ;7 ;0 ;0 ; ||2),

llG» )'/llc«(v«n((=i,)) s  crf( - < 2 +  « ) 7^ (1, )(І|СІ1,; 7; 0; 0; V™ n (I =  ί4)||2+«,

ІІф™ llci+*(v,(I»nr<4) -  crf( _ (2 +  α)7 . ϊ (1))(ΙΙίη ; 7;0; 7; V3(/illi+«
(36)

+  \\vm;v£l\\o +  ||?«;7;0;0; ν$||2),

Підставляючи (36) у (35) і повертаючись до змінних (t, х), одержимо нерівність

Εμ <  (ea(n +  2 )+ £ 1Cn2)||Wm;7;^;0;QW||2+a +  c(||/m;7;0;27;QW||a

+  Q^||i+a +  ||Gm^;7;^;0; Q^) Π (ί =  tk) ||2+α +  \\um; Q^||o)·

(k)Враховуючи значення виразу Gm ’ (tk, x) при k =  0, маємо

||Gi0);7 ;j8 ;0 ;Q (°)n (i =  f0)||2+« =  І іЛ г / ^ О ;  D\\2+a. (38)

Об'єднуючи нерівності (18), (25), (37), (38) і вибираючи ε, ει достатньо малими, одер­
жимо

||wm ; 7 ; 0 ; O ; Q ( o ) ||2 + a  <  c (| | / m ; 7 ;  /S; ^ 0 ; Q ( 0 ) I U

+  IIΛ  7; βΐ 0; D||2+e +  ||£m; 7; β; δ; Q (0) ||1+e).

Якщо k >  1, то враховуючи значення виразу G $  (tk, x), одержимо нерівності

IIG S h r r f M Q W  n (t =  ifc)||2+« <  (1 +  l ^ j k l ) I I 7; O;Qifc~1}||2+« 

+  ll<?4fc);7 ;£ ;0 ;Q (fc) η (ί =  ί*)||2+«·

(41)

Об'єднуючи нерівності (19), (22), (25), (37), (38), (40) і вибираючи ε, εχ достатньо малими, 
одержимо нерівності

II «m; ν β ΐ  0; Q{k) |І2+« <  c(||/m; 7; βΐ μοΐ Q (k) IU +  llgm; 7; βΐ h  Q(k) ||ι+α)

+  (1 +  \ірк\)\\ит; Г, №  β (^ | | 2+α +  \\cpWΐ Τ,β ;0; Q «  П (t =  tk) ||2+β).
Оскільки

||/m;7;уЗ;/̂ о; Q(fc)||« <  с||/;7 ;/β;̂ ο; Q (fc)IU, IlS'm;7; у З ;Q(fc)Ι|ι+α <  c||g;7;0;i;QW||i+e/

IIφ ί ] ΐ Ί ΐ  βΐ 0; QW η (t =  tk) ||2+α <  c | | 7; β; 0; Qw  П (t =  tk) \\2+л, 
то об'єднавши нерівності (39) і (41), одержимо оцінку (20).

Розглянемо випадок |х£̂  — у„| <  4Ті, у Є 3D, v Є {1 ,2 ,..., п}. Вважаємо для простоти 
v =  п. Нехай К(Р )  —  куля радіуса R q, R q >  4(Τχη -f T2) з центром в деякій точці Р Є Г® , 
яка містить точки Pi, Hj,  Rj. Використовуючи обмеження на гладкість межі 3D, можна 
розпрямити 3D П К(Р )  за допомогою взаємно однозначного перетворення х =  ψ(ζ )  із [12, 
стор. 126]. В результаті такого перетворення область Q(fc) П К(Р )  перейде в область П, для 
точок якої ζ η >  0.

Вважаємо, що um(t,x) ,  Ρχ, Hj,  Rj  при цьому перетворенні переходять відповідно в 
vm(t, ζ ) ,  M i ,  Z j ,  O j . Позначимо коефіцієнти диференціальних виразів Li, Ві в області П 
через αη(ί ,ζ ),  ά,·(ί, ζ) ,  30(ί,£)/ h ( t ^ ) >  fa(t,C)· Тоді 0m(f,£) буде розв'язком задачі

-  av (M l)]3ft3iyl>m -  E a / (i, i )3 ftl>„
'7=1 i=l

- ϋ θ ( Κ ξ ) Ό Μ + f m ( t , n f c ) ) ,

V m (t  0 + 0 , £ )  =  G S ) ( i fc,7 T (^ ) ) ,

Е й ,(М і)З е.г;ш =  {  Е [й «(М і) ~/i,(f,^)]3?(.i;w - й 0( і ,^ ш  +gm (i,7r(^))| 
1=1 Ся-O I=1 -* ?H=0

Повторюючи міркування, наведені при знаходженні оцінок розв'язку задачі (21), і ви­
користовуючи при цьому теорему 6.1 із [4, стор. 364], одержимо нерівність (20). □

Аоведення теореми 1. Права частина нерівності (20) не залежить від т. Крім того, послі­

довності {υί,0)}  =  {ит}, {и £ } }  =  {< i(7 -0 i/ * )3 * f«m(t/*)}/ { ώ 2)}  =  {^ (2?;^ ) dtum(t ,x )} ,  
{L ii3)}  =  {d(21 - f i i - f i j , x )d XidXjum (t, x ) }  рівномірно обмежені і рівностепенно неперерв­

ні в областях Q(k\ За теоремою Арчела існують підпослідовності {U ^ ^ } ,  рівномірно збі­

жні в д о  {Uq 1̂ } при m(j )  —> оо, μ є {0,1,2,3}. Переходячи до границі при m(j )  —>

оо в задачі (6)-(9), одержимо, що u(t,x )  =  —  єдиний розв'язок задачі (1)-(4), и Є
C2+*(7 ;jS;0;Q). □

З Висновки

Досліджено задачу з косою похідною для лінійного параболічного рівняння зі степе­
невими особливостями довільного порядку в коефіцієнтах на деякій множині точок та 
імпульсними умовами за часовою змінною.

В гельдерових просторах зі степеневою вагою доведено існування, єдиність та одер­
жані оцінки похідних розв'язку поставленої задачі.
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Pukalskiy I.D. The problem with inclined derivative fo r  a parabolic equations with impulse conditions and 
degeneration. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 342-350.

By application of maximum principle and apriori estimates it is studied the inclined derivative 
problem for a linear parabolic equation with power singularity in the coefficients with respect to 
space variables and impulse conditions respect to time variable. It is established the uniqueness and 
the existence of the solution of the stated problem in Holder spaces.

Key words and phrases: boundary problem, impulse condition, degeneration, peculiarities.
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виями и вьірождением  // Карпатские матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 342-350.

С помощью принципа максимума и априорньїх оценок изучается задача с косой производ­
ной для линейного параболического уравнения со степенньїми особенностями в козффициен- 
тах по пространственньїм переменньїм и импульсньїми условиями по временной переменной. 
В гельдерових пространствах со степенньїм весом установлено существование и единствен- 
ность решения поставленной задачи.

Ключевьіе слова и фразьг: краевая задача, импульсное условие, вьірождение, особенности.
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S y m o ty u k  M .M .1, T y m k iv  I.R .2

PROBLEM WITH TWO-POINT CONDITIONS FOR PARABOLIC EQUATION OF 

SECOND ORDER ON TIME

The correctness of the problem with two-point conditions on time variable and Dirichlet-type
conditions on spatial coordinates for the linear parabolic equations are established. The metric
theorem about estimate from below of small denominators of the problem is proved.

Key words and phrases: parabolic equations, two-point problem, Fourier series, small denomina­
tors, Hausdorff measure.
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I n t r o d u c t io n

The problems with two-point and multipoint conditions with respect to the time vari­
able for partial differential equations were studied in many scientific papers (see, for exam­
ple [2-5,7-11] and the references there). In particular, the correctnes of multipoint problems for 
evolution equations in unbounded domain was investigated in the works [4,5]. The solvability 
of multipoint problems for partial differential equations in bounded domains is frequenly re­
lated to the problem of small denominators. In the scientific works [3,7,8,11] metric approach 
have used for estimate from below of small denominators and it was proved that the conditions 
of solvability of such problems are satisfied for almost all (with respect to the Lebesgue mea­
sure) vectors which coordinates are the coefficients of the equations and interpolation nodes 
values.

The results of scientific works [3, 7,8,11] were generalized in the papers [2,9,10]. The 
correctness of problems with multipoint conditions holds for almost all (with respect to the 
Lebesgue measure) vectors which components are the interpolation nodes values (see [9,10]). 
The conditions of solvability of the problem with two multiple nodes for factorized equation 
for almost all (with respect to the Lebesgue measure) vectors constructed by the coefficients of 
the equations (see [2]).

In the present work, we established the conditions of correct solvability of local two-point 
problem for factorized, parabolic operator (by Petrovskyi sense) in cylindrical domain which 
is a cartesian product of time segment and special multidimentional parallelepiped and we 
prove that such conditions are true for almost all (with respect to the Hausdorff measure) 
vectors constructed by coefficients of the equation.

@  Symotyuk M.M., Tymkiv I.R., 2014
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1 S ta t e m e n t  o f  t h e  P r o b le m  

In the domain Q j  =  (0, Τ) x ΓΡ, Π ρ =  (0, π ) ρ, we consider the problem

Π  ( jf t +  E  aj Li +  A q ( Lb u ( t , x )  =  0, ( t ,X) є  QPT, (1)

u (ii,x ) =  φ ι(χ), u(t2,x )  =  φ2(χ), 0 < t i < t 2 < T ,  x =  (x\,.. .,Xp) Є Π ρ, (2)

L-"u(£,x) =  L)"u(£,x) = 0 , m e  { 0 , l , . . . , b - l } ,  Є {1,...,/?}, (3)
' я:;=0 ' - -л)~

where я? >  0 , Є {1 ,. . . ,  p}, q Є {1 ,2 },

Л Д І4.......L ,) =  E  A lL\K . .LS; ,  A l e  C, g Є {1 ,2 }, b e  N ,
|s|<b

Ч  :=  (ру(ху)д|т) +qj (xj ) · ,  pj Є C2b~l [0, тг], ify є C2b_2[0, π] are real-valued functions, 

Pj(Xj) >  po,j >  0, qj(xj )  >  0, j  Є {1 ,. . . ,  p}.
We denote via Λ ;· =  {A*.., kj Є N }  and {X fc. (x; ), kj Є N } ,  j  Є {1 ,. . . ,  p }, the set of eigen­

values and the system of responsible eigenfunctions (we suppose that |X^.(x;-)|2dxj =  1) of
such problem

L j X ( x j )  =  A X ( x j ) ,  X(0) =  X (tt) =  0. (4)

It is known [6] that for each j, j  Є {1 ,. . . ,  p}, the eigenfunctions of the problem (4) make the 
total orthonormal system in the space L2(0, π). Under the set of conditions for Pj(xj )  and qj(xj) 
the next estimates

Cxtf <  Afc. <  C2tf,  (5)

max
0 <Xj<n

Xk\x j )  <Nj k j ,  r Є { 0, 1, . . . , 2b}, kj Є N , / Є { ! , . . . , ? } ,

are true for all kj Є N , where C\, C2, N\,. . . ,  Np are positive constants; in addition to that the 
system of functions

{X k(x) =  x kl( * ! ) . . .  Xkp(xp) rk =  (kl t . . . ,kp) e  W }

is a total orthonormal system in the space L2(rF ).
Denote Λ  =  {A t =  (Atl, . . . ,A kp),k  є iNi'J, |Xjj| =  A^ + . . .  +  A^ ,b  Є N , Д =  ( β , , ■ ■ ■, β , Ί ΐ

R '.  Ф Д )  =  β< + . . . + Μ ν  »  Є R, Д Є RP is a space of functions φ(χ) =

Σ  (ркХк(х), срк Є €, k Є N p, with finite norm

=  J  E  kfcl2wjt(a;/3;b), щ(ос;$;Ь) =  |A£|aexp (β,λ^);
V teN f

C" ([0, T ] ; e O  is space of functions u (f,x) =  uk( t )X k(x), uk(t) Є С"[0,Т], k Є № , with
norm

2 U n iq u e n e s s  o f  a  S o lu t i o n  o f  t h e  P r o b le m  

The solution of the problem (l)-(3 ) in the space C2 (JO, T]; Ê  Sj has the form of series

u(t ,x )  =  E M t ) x k(x)· (6)
iteNP

The coefficient uk(t) ,k Є N p, is a solution of the two-point problem for ordinary differential 
equation

П  + A q(\kl, . . . , Ajtp)^  Uk(t) =  0, (7)

Wfc(̂ l) =  Wj;(i2) =  (p2fc, (8)

where <р2Ь  ̂Є NP are the Fourier coefficients (according to the system Xfc(x), k Є N p) of 
functions φ ι(χ), <p2(x) respectively. Let £  by a set {k Є N p : Ц\(Лк) =  ц2(Як)},  where

<̂?(Afc) =  — E fl/Afc;. — Aq(Akl...... Afcp), q Є {1 ,2 }, λ є № . (9)
У=і

The solution of the problem (7), (8) is defined by the formulas

’ D i(A fc)^ i ( X̂ t +  D2(Afc)^ (A ,)f/ Ц k e № \ C ,

D3(\ k) e ^ X̂  +  0 4(А ^ )^ іЛ ) (, if k e C ,

where D j ( A k), j  Є {1 , . . . ,4 },  is a solution of the following system of linear equations

ί  D j & J e W & t o  +  D2(Xk)eM^)h = п ь
\ Dx{Xk)e^ t2 +  D2(Xk)etofa)b -  <p2fc, 

ί  D3(Xk)e ^ a k)h +  D, (Xk) t le ^ ) h  ^  nki  

\ D3(Xk) e ^ k ) t 2 +  D i (Xk)t2eMh)t2 =  ψΆ>

Let's denote

(  eF\fik)t2+H2fik)t\ L(w(Ajt)-M4))(i2-fi) _  i\ if jt є NP \ £
A(Ajt) =  I I- J ' N ' (10)

I  (t2 — ti)eti l (*ic')(tl+t2\ if k є  C.

Theorem 1. In order that problem  (l)-(3 ) have at most one solution in the space

C2 ([0, T]; ос Є IR, β Є R p, it  is necessary and sufficiently that the following condition be 

satisfied
V k e W \ C  V £ e  Z  (n2(Xk) - m ( X k) ) ( t 2 - h )  ф 2п іі. (11)

Proof. The proof is carried out by the scheme used to prove theorem 5.3 in [7]. □

We get next result comes from Theorem 1 and formulas (9).

Corollary 1. In order that problem (l)-(3 ) have the most one solution in the space

C2 (jO, T]; ос Є IR, β Є 1RP, i tis necessary and sufficient that for each (/q,.. . ,  kp) Є N p \ C

and each £ Є Z  at least one o f the equations

£ »  -  ή ) λ Ι  +  £  Ш . А І  -  Α ΐ ) λ Ι \ . . .  λ ΐ  =0, £  1m ( A ]  -  Α ΐ ) λ { \ . . .  λ ’ζ  =
7 = 1  |s|<b |s|<b

doesn't hold.



Example 1. For the problem

a a4a a4 . a2 \ / a a4 . a2 \ , . , 4 ,
-  +  я ^  +  l a ^ j  +  я ^ ·  +  « ( f ,x )  =  0, (f,x ) Є QT/ (12)

w (0 ,x )= 0 , u (T ,x )  — 0, х е ( 0 д ) ,  (13)

d2mu(t ,x ) d2mu(t,x )  r ί , 4
—  ■ -  V ' =  0, m Є {0,1}, (14)

dx2m x=0 dx2m

where a >  0, a\, a2 Є Е,Яі Ф a2, i2 =  — 1, the determinant A(Ak), А: Є N , is calculated by the 
formula

' £{-α^+ία^2)Τ е̂і{а2-аі)к2Т _

T, ifk  =  0.
A(Ajt) =

So far as |Δ(λ*)| =  2e '^4r| sin(fl2 — fli)fc2T/2|, k φ  0, then the problem (12)-(14) has in 

space C2 ([0, T]; only trivial solution, i f  number (α2 — a\)T/ π  is irrational. I f  number

(α2 — a i )T/n  is rational, then the problem  (12)-(14) has in space C2 ^[0,T ] )E^Sj countable 

number o f linear independent solutions

Ur( t ,x ) =  e- i 6«r4«4f ^4MjrVf _  е4ш2г2« 2̂  sin(2rnx), r Є Z  \ {0 }.

3 Ex is t e n c e  o f  a  So l u t io n  o f  t h e  P r o b l e m

In what follows, we consider that the condition (11) is satisfied. Then for every k Є №  
there exists the unique solution uk(t) of the problem (7), (8) such that

uk(t )
Δ (λ *)

Δ (λ * )

+  (ew(A*)fi+i<2(At)t _  eH2(^k)h+H2^k)t^2k r if k Є NP \ £, (15)

1 r(f2 -  £ )^ l(X*)(i2+i)<m +  ( t -  tijeP'&kW'+Vqfy i i k e C .

We get from equations (6), (15) that the solution of the problem (l)- (3 ) can be represented by 
the Fourier series

«(*/*) = E  u k(t)x k(x ) + E  ufc(0XfcW· (16)
ieNP\£

The series (16) is, generally speaking, divergent, since the nonzero quantity Δ (λ^) can take 
very small for the infinite number of vectors А*. Є A. The following statement is true.

Theorem 2. Suppose that condition (11) is satisfied and there exist ω  Є 1R and v Є such 
that for all (except a finite number) vectors А*. Є Λ  the following inequality holds

|Δ(Χ*)| >  wk(-u> ; -V}b ) .  (17)

I f  ψ\, ψ2 Є E^ where oc0 =  ос +  ω +  2, β0 =  β +  ν -  δΐχ, δ =  (δχ, . . . , δρ), 0 <  <5;· <

min{fl|, я2},  j  Є {1 , . . . , ρ}, then there exists the unique solution o f the problem  (l)- (3 ) from

the space C2 ^[0, T]; Ê  Sj, which depends continuously on the functions (p\, φ2.

Proof. It follows from equations (9) that estimates

- ( ξ , λ \ )  <  Re^(Xfc) <  - ( Щ ) ,  q Є { 1, 2},  (18)

where ζ  =  ( f r , . . . , ζ ρ), ζ ] >  тах{я|, я2}, /Є { 1, . . . ,  р}, are true for all (except a finite number) 
vectors k Є № . So far as

IfyftOI < C3|X{|, <7 Є {1 ,2 }, C3 > max{ej,fl? : j  Є {Ι,.,.,ρ}}, (19)

then we'll get from estimates (18), (19) that

Vi >  0 | (^ > Л )* ) (Г)| <  CAwk( r , - 0 t )b ), ; Є {0 ,1 }, q Є {1 ,2 }, r Є {0,1,2}. (20)

Based on estimates (17), (20) we get from the formulas (10), (15) that

w[r)(0  <  C5 E  \q>qk\v>k(2 +  w V - f t i ; b ) ,  k e  N p.max
te[0,T] q= 1

So

2 / \ 1/2 
u;C2 ([0,T];Ejg) < £ (  E  ^  Ι«*Γ)(0Ι2« ί (*;?;&)

4 r=0VjteNPfei°'Tl
2 / \!/2

< с б Е  E  Wiki w l(*  +  b> +  2; ?  +  V - 6h ;b ) ) (21)
<j=l'fc6NP /

=  СбЕ||№ £“ А  
<?=i

The proof of the theorem implies from the inequality (21). □

Remark 1. I f  the conditions o f Theorem 2 are satisfied then for each fixed to Є [0, T] the func­
tion u(to, x) belongs to the space Eb - ? .

oc,p+0t o

The next statement describes the equations (1), for which estimate (17) is true with properly 
chosen indices a i e R  and v =  (v\,. . ., vp) Є W .

Theorem 3. Suppose that for each j  Є {1 , . . . , p }  the following inequality holds

ή  >  ή .  (22)

Ι ίω  =  0 ,ν  =  (f(£i +  £2) +  V(h -  t2), where η =  (ηχ, . . . ,  ηρ), 0 <  j// <  я) -  / Є {1 , . . . ,  р },

then the estimate (17) holds for all (except for a finite number) vectors Ak Є A.

Proof. We get from inequalities (22) that for all (except for a finite number) vectors Afc Є A  the 
inequality

Re (p 2(Xjfc) -  m(Xfc)) >  (^/Xfc) (23)

is true. It follows from the estimates (23) that the set C is not over finite. Let

Г max|Xl|, i f £ ^ 0 ,
N  — < kec

1 0, i f £ =  0 .
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Then, for all k Є NP such that |Aj| >  N, the determinant of Л(Хк) is calculated by the formula

A(Xk) =  ^е(И2І^к)-И\(^к))(І2~Ь) _  ^  _ (24)

Since for any z Є €  such that Rez >  ζ  >  0, the inequality \ez — 1| >  — 1 is true, then based
on estimates (23) we obtain from equation (24) that

|Δ(λ*·)| >  eRe(Fl(^)f2+/<2(Ajt)fi)

for |Â | >  N. Considering that & -  1 >  ψ  for all ζ  >  1, and the fact that for all (except for a 
finite number) the inequalities (18) are satisfied, we obtain that the inequality

|Δ(Α )̂| >  e- ^ fl+f2)+i7(fl-f2)'^)

holds for all (except for a finite number of) vectors K Є N p. Theorem is proved. □

4 M e t r i c  E s t im a te s  o f  S m a l l  D e n o m in a t o r s

Let's study the question of possibility for inequality (17). Let us provide some concepts 
related to p-Hausdorff measure and Hausdorff dimension of the set M  C RP, for the ease of 
presentation.

Definition 1. A lim it (finite or infinite)

OO
dimp M  =  lim inf ̂  (diam Sj)p, 

where the infimum is taken over all coverings o f the set M  by the balls Sj, j  — 1,2,..., such that
OO

M e  U Sj and diameter o f each ball Sj is not greater than δ, diam Sj <  δ, is called p-Hausdorff
i=1

measure o f the set M c R p (this lim it we denote by dimf) M ).

Definition 2. A  real number β such that
1) VjO β <  ρ <  p dimp M  =  0,
2) Vp 0 <  ρ <  β dimp M  =  oo,

is called the Hausdorff dimension o f the set M  C RP.

We will use statements, proof of which is contained in [1].

Theorem 4. The set M c R p has zero p-Hausdorff measure i f  and only i f  when there exists a
OO

covering by balls {S ; } “  χ o f the set M  such that Σ  (diamS/)p <  oo, and that every point o f the
7=1

set M  belongs to an infinite number o f balls Sj.

We denote S; n =  (0 ,..., 0, q, 0 ,..., 0), / Є {1 ,. . . ,  p}, q Є {1 , . . . ,  b — 1}, the multiindex of
4---- V---- '

j
the length p which j-th  place is q and the rest places are zero;

y)  =  Im(As\, - A \ qi  q Є {1, · · ·, b — 1}, j  Є {1,..., p},
Ψ  = (y?/ · · -гУр), q є {1, — 1};
G =  [ci, d\] X  ... X [cp, dp], Cj, dj e R, Cj <  djf j  e {1 , . . . ,  p}.

Theorem 5. Let p Є (p — 1; p] and q Є {1 ,. . . ,  b — 1}. The inequality (17) holds for almost 
all (respectively p-Hausdorff measure) vectors ψ  Є G and for all (except for a finite number) 
vectors k Є NP i f  ω  >  un(q),  v =  ξ(ίχ +  t2), where ζ  =  (ξ ί , . , . , ζ ρ ) ,  ζ ί >  тах{а], ή } ,
; є {  1.......ρ},

. λ p/{2b) + 1  - 1  /b q r . .
p - p + l --------W  ’ є { 1 ........b ~ V ·

Proof. Fix q Є { І , . . . ,  b — l } .  Let

F ,(Xt ) =  £  Im ( A 1, -  A l)  A * ... Λ £  -  £  y M .
I«l<* /=!

Let's denote by ν ω(λ)·(/ m) a set of vectors ψ  Є G for which the inequality

Σ  yqj TK j  +  Fq ( ^ k ) r - m
;=l

<  №  ω> τ =  ( h  -  h )/n,

is true for a fixed А*· Є A  and m Є Z  and by the set of vectors ψ  Є G, which belong to an 
infinite number of sets V f (X k,m), Xk Є A, m Є Z . Obviously there exists the number C7 =

C7(p ,b ,c i , . . .  ,Cp,di,. . .  ,dp) >  0 such that for all m e  Z , |m| >  С7|Л̂ —11, the set ν ω(λ  k,m)  is 
empty.

We now consider the case when |mI <  C71 11 =  M (A k). Let A ^  =  max {A^.}, and

V“ (h , m , y l .......у\_х,у\+у . . . ,y\) =  {y]Q Є R  : (y\....... y j )  Є V“ (Xk,m)} .  l ( V “ (Xk/m) φ

0, then there exist y\,. - . ,y\_v  У-0+1, · · ·, y j such that (Ab m,y\,..., yqjo_ v  у?+1, .. . ,  y j )  is

not empty interval ^τ|λ^|ωλ^ j  . Then the set Vu>(\k,m) canbe covered by the balls Sr(Afc,m), 

r Є {1 ,. . . ,  /(Ад-)}, of the radius (τ|λ£|ωλ^  ̂ , amount J(\k) of which does not exceed

C e (| X jT A j.) · Note that for α; >  (i/) the inclusion

00 00 /(A*)
^ " = П  U  U  V“ (X»,m) c  n  U  U  U  St ( \ , m )  (25)

K=0 |X*|>K 0<|m|<M(Xjt) K=0 |Х*|>К 0<\m\<M(\k) r=1

is correct. Therefore, each point of the set ν ω belongs to an infinite number of the balls 
Sr(Ak,m), r Є { I , . . . ,  J(Xk)} ,  0 <  \m\ <  M (\ k) , X k Є A. On the basis of estimates (5) we 
obtain from (25) that

J&k) / J$k) / 1 \ IΣ Σ Σ (diamSr(At,m )) =  £  £  £  ( _ L _ )
fceNP 0<|m|<M(Ajt) ^  0<|ш|<М(А^) ^ T \A k\ (26)

<  C9)tS p  |Ai|M,+(7)(p-P+1) - b+1 <  C l0 ^ p |Jfc|2((«b + i ) (p -p + l )-b + l ) ·

For ω >  — f  ^ e  series (26) is converges, then by Theorem 4 the p-Hausdorff
measure of the set ν ω is equal to zero. To complete the proof of the theorem it is given that

|Δ(Λ*)| >  eRe^Ch)t2+ReM A^ |sin ( і т (Ц2(Хк) -  μ ι (Χ k) ) ( t 2 _  i j ) )  |, k Є NP \ C, (27)



and that

sin ( іт (ц 2(Хк) -  μ ι ( λ k) ) ( t 2 -  ί ι ) )
2

) ) >  —
ч Ті

І т ( ц 2( 1 к) -  p i (A  k) ) ( t 2

=  2 Σ Μ Α ΐ - Α 2$) τ λ Ι \ . . . λ Βζ -
\s\<b

m
(28)

where τ  =  ( t 2 — t i ) / n  and an integer m is such that

1/2 <  £  Im (A j -  Α ^ τ λ Ι ]  .. ,л £  -  m <  1/2.
|s|<b

Based on the estimates (18), (27) and (28) we get that for almost all (respectively to the 
p-Hausdorff measure) vectors ψ  Є G the inequality

| A ( A fc)| >  \ l k \ - ( P / (2b ) + 1 - 1 / b ) / (i0 - P + 1)+ ^ / b e - ( ? ( t l + f2 ) ^ )  

is true for all (except of a finite number) vectors \k Є A. Theorem is proved. □

Let Hq ' , ω  Є IR, v Є R p, be a set of vectors ψ  Є G, for which the estimate (17) is true. 

From Theorem 5 the next corollary about the Hausdorff dimension of the set G\H^'V follows.

Corollary 2. For each q Є {1 ,. . . ,  b — 1} and arbitrary ω  >  +  1 — the Hausdorff dimen­

sion o f the set G\H^,V is less than p — 1 +  +  h )·

Remark 2. Theorem 5 complements the results o f [11].

5 Conclusions

The theorems of existence and uniqueness of the solution of the problem (l)- (3 ) in the 
space of exponential type are established. The lower bound estimates of small denominators 
for almost all (respectively to p-Hausdorff measure) vectors ψ  Є G are established. A  class 
of problems with conditions (2), (3) for equations (1) for which there is no problem of small 
denominators, is subscribed.

The results can be extended to the next problem

П  +  A q( L i , . . . , L p )^  u ( t , x ) =  0,

u ( t j , x )  =  (P j (x ) ,  tj =  j  Є { ! , . . . ,n} ,  t0 =  T/(n — 1),

where a) >  0, A , (L i , . . . ,  Lp) =  E  A sqL\ '... Ls/, A qs Є C, q Є {1 , . . . ,  n}.
\s\<b
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Симотюк M.M., Тимків I.P. Задача з двоточковими умовами для параболічного рівняння другого 
порядку за часом // Карпатські матем. публ. —  2014. — Т.6, №2. —  С. 351-359.

Встановлено умови коректної розв'язності задачі з двоточковими умовами за часовою змін­
ною та умовами типу Діріхле за просторовими координатами для лінійного параболічного 
рівняння. Для доведення оцінок знизу малих знаменників, які виникли при побудові розв'язку 
задачі, використано метричний.

Ключові слова і фрази: параболічне рівняння, двоточкова задача, ряд Фур'є, малі знаменни­
ки, міра Гаусдорфа.

Сьімотюк М.М., Тьімкив И.Р. Задача с двухточечньгми условиями для параболического уравнения 
второго порядка по времени // Карпатские матем. публ. —  2014. — Т.6, №2. —  С. 351-359.

Найденьї условия корректности задачи с двухточечньїми условиями по временной пере- 
менной и условиями типа Дирихле по пространственньїм координатам для линейного пара­
болического уравнения. Для доказательства оценок снизу мальїх знаменателей, возникших 
при построении решения задачи, использован метрический подход.

Ключевьіе слова и фразьі: параболическое уравнения, двухточечная задача, ряд Фурье, ма- 
льіе знаменатели, мера Хаусдорфа.
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FINITE HOM OM ORPHIC IMAGES OF BEZOUT DUO-DOM AINS

It is proved that for a quasi-duo Bezout ring of stable range 1 the duo-ring condition is equivalent 
to being an elementary divisor ring. As an application of this result a couple of useful properties are 
obtained for finite homomorphic images of Bezout duo-domains: they are coherent morphic rings, 
all injective modules over them are flat, their weak global dimension is either 0 or infinity. More­
over, we introduce the notion of square-free element in noncommutative case and it is shown that 
they are adequate elements of Bezout duo-domains. In addition, we are going to prove that these 
elements are elements of almost stable range 1, as well as necessary and sufficient conditions for 
being square-free element are found in terms of regularity, Jacobson semisimplicity, and boundness 
of weak global dimension of finite homomorphic images of Bezout duo-domains.

Key words and phrases: Bezout ring, duo-domain, distributive ring, stable range 1, square-free 
element, adequate element, von Neumann regular ring, morphic ring, weak global dimension.
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I n t r o d u c t io n

All the rings considered in the article are supposed to be associative with nonzero identity 
element. In [21] it is proved that any right distributive elementary divisor ring satisfies the 
condition: for any element а Є R one can find an element b Є R such that RaR =  bR =  Rb. 
Moreover, in the same paper the authors have proved that such a ring has to be a duo-ring if 
all its zero divisors are in the Jacobson radical. As a consequence we will obtain the following 
result.

Theorem 1 ([21]). Any right distributive elementary divisor domain is a duo-domain.

On the other hand, in [11] the author has proved that for any elementary divisor ring, the 
conditions of being right distributive, left distributive, right quasi-duo, left quasi-duo ring and duo-ring 
are equivalent. Also the same author proves in [12] that a right Bezout ring is right distributive if 
and only if it is a right quasi-duo ring, and a right distributive ring is an arithmetical ring, and if it is 
a right duo-ring then the reverse inclusion holds.

Here we need to mention that the quasi-duo rings have been studied in [6,15], where the 
reader can find the proofs of their basic properties and their connections to the classes of 
regular and exchange rings. Furthermore, for the Bezout rings (as well as the arithmetical 
rings) the quasi-duo conditions have tight connection to the right distributivity of lattice of its 
right ideals.
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We are going to prove below in this article that the "duo-ring" condition in Theorem 1 is not 
only necessary but is also sufficient in the case when R is a right quasi-duo Bezout ring of stable range 
1. The latter means that condition of zero divisors being in Jacobson radical can be omitted.

A ll mentioned information will be applied to the finite homomorphic images of a Bezout 
duo-domain R and some corollaries will be obtained for the ring R/aR in the case when a 
is a square-free element. Actually, we will prove that я is a square-free element of a Bezout 
duo-domain R if and only if R/aR is a von Neumann regular ring if and only if R/aR has zero 
Jacobson radical if and only if the weak global dimension of R/aR is finite if and only if R/aR 
has weak global dimension 0.

Finally, from this fact we conclude that the square-free elements of the Bezout duo-domains 
are elements of almost stable range 1.

We recall some definitions and facts that we will need below in our proofs. A ll other notions 
can be found in [7,8,16,18-20].

Hyman Bass in [1] introduced the notion of stable range that became one of the main K- 
theory invariants later. This invariant can be used for solving problems of matrix diagonal- 
ization over rings [19] and their relations to other classes of rings. Its definition is left-right 
symmetric due to [14]. Below we will use stable range condition for specific values of n, in fact 
for n =  1 and n =  2.

Definition 1. We say that a ring R is has the stable range 1 i f  for any elements а,Ь Є R the 
equality aR +  bR =  R implies that there is some x Є R such that а +  bx is an invertible element 
inR.

I f  for any elements a, b, c in a ring R the equality aR +  bR +  cR — R implies that there are 
some elements x,y Є R such that (я +  cx)R +  (b +  cy)R =  R then we say that the stable range 
o f R is equal to 2.

An element a in a ring R is called an almost stable range 1 element i f  the stable range o f R/aR 
is equal to 1.

Since in the duo-ring case every von Neumann regular ring is strongly regular, the stable 
range of R/aR becomes equal to 1 when R/aR is von Neumann regular duo-ring.

Here we gather some results concerning our topic.

Theorem 2. 1) A  right Bezout ring o f stable range 1 is a right Hermite ring [18].
2) For any elements a, b in a right Bezout ring R o f stable range 1 one can find some elements 

x,d Є R such that a +  bx =  d and aR-\-bR =  dR [18].
3) Every matrix A over a right Hermite ring R can be reduced to the lower triangular matrix 

AU  via the right multiplication by some invertible matrix U [5].
4) I f  all 2 x 2 ,  2 x 1  and 1 x 2  matrices over a ring R admit canonical diagonal reduction 

then R is an elementary divisor ring [5].

In [7] it is proved that the left morphic rings are the right P-injective. In addition it is useful 
to mention that a pair (я, b) of elements of a ring R in the previous theorem is called a left 
morphic pair and this fact will be denoted as a ~ l b. Similarly for the right case we use the 
notation я b.

1 R ig h t  q u a s i-d u o  e l e m e n t a r y  d iv is o r  r in g s

Before proving one of the main results we need the following lemma.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
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362 So r o k i n  O .S.

Lemma 1. Let R be a Bezout duo-ring o f stable range 1. I f  for any elements а,Ь,с Є R such that 
aR +  bR +  cR =  R there are some elements p,q Є R such that (pa +  qb)R +  qcR — R then R is 
an elementary divisor ring.

Proof. According to Theorem 2 the Bezout duo-ring R of stable range 1 is a Hermite ring, so it

is sufficient to prove the statement for the matrices A =  ^  ^  , where aR +  bR +  cR =  R. By

given assumption there are some elements p,q Є R such that (pa +  qb)u +  qcv — 1, for some

u,v Є R. By Theorem 2 there are some invertible matrices P  =  ( ^  j ,Q  =  ( ) , such

that the element сц of the matrix C =  PAQ  is equal to 1, and then obviously the matrix C (as 
well as matrix A)  admits canonical diagonal reduction. Thus R is an elementary divisor ring 
as was desired. The lemma is proved. □

Theorem 3. Let Rbe a Bezout quasi-duo ring o f stable range 1. Then R is an elementary divisor 
ring i f  and only i f  it  is a duo-ring.

Proof. As it was mentioned at the beginning and is proved in [11] being a quasi-duo elementary 
divisor ring implies the duo-ring condition, so the necessity is proved.

For the proof of the sufficiency suppose that we have any triple a,b,c Є R such that aR +  
bR +  cR =  R. By Theorem 6 there are some elements z,h Є R such that b +  cz =  h and 
bR +  cR =  hR. So, aR +  hR =  R implies that there exists q Є R such that a +  qh =  g Є 
U(R),  since st.r.(R) =  1. After the substitution we obtain ag-1 +  q(b 4- cz)g~x =  1 and the 
rearranging gives (a +  qb)g~1 +  (qc)(zg~1) — 1 that means (a +  qb)R +  qcR =  R. By Lemma 1 
above R is an elementary divisor ring. The theorem is proved. □

Corollary 1. A  right distributive Bezout ring o f stable range 1 is an elementary divisor ring if  
and only i f  it  is a duo-ring.

Example 1. For any Bezout ring o f stable range 1 the rings o f upper triangular matrices over 
R satisfy conditions o f Theorem 3. The same we have for a ring R[[x]] o f a formal power series 
over any strongly regular ring R. However, there are rings that fail the conditions o f Theo­
rems. The ring o f formal power series R ( (x ,y ) )  over a division ring R o f two non-commuting 
variables is a quasi-duo ring, but is not a right duo-ring, therefore cannot be an elementary 
divisor ring.

2 F in it e  h o m o m o r p h ic  im a g e s  o f  Be z o u t  d u o -d o m a in s

The importance of the duo-ring conditions for the non-commutative Bezout rings was 
shown in the previous section. Now our goal is to determine what properties of the finite 
homomorphic images of the commutative Bezout domains are preserved in the duo-situation. 
Below we give some analogues of the results proved in [8,13,17,19].

Theorem 4. I f  R is a Bezout duo-domain and а Є R is some its nonzero element then R/aR 
coincides with its classical ring o f quotients: Q(R/aR ) =  R/aR, and R/aR is an almost Baer, 
P-injective, coherent, reversible morphic IF-ring o f weak global dimension equal either to 0 or 
the infinity, where the left and right morphic pairs coincide.
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Proof. For any element b Є R the only possible situations are: either aR +  bR — R or aR +  bR — 
dR. In the first case one can find some u, v Є R such that au +  bv =  1, and its image in R =  
R/aR is bv =  \, and so b is right invertible in R. Since R is a duo-domain, Ra +  Rb =  aR +  bR =  
R and similarly we obtain that b is left invertible as well. Thus such b will be invertible. In the 
case when aR +  bR — dR there are some x,y Є R such that a =  dx,b =  dy, xR +  yR =  R. Then 
using the fact that R is a duo-domain bx =  dyx =  zdx — za Є aR for some z Є R. Hence b in 
R is a left zero divisor. Similarly we can obtain that it is a right zero divisor as well. Thus the 
localization that leads to the classical ring of quotients coincides with R/aR.

Let us show that R is a right almost Baer ring, that is we have to show that r(b) is a right 
principal ideal for any b Є R. Suppose that t Є r(b), that is bt — 0, or it is the same as bt =  as, 
for some s Є R. Suppose that bR +  aR — hR. If hR =  R then b is a unit by property 1 and its 
right annihilator is a right principal ideal generated by zero. Suppose that hR φ R. Since R is 
a Bezout domain we can state that a =  hx,b =  hy, xR +  l/R =  R for some elements x,y Є R. 
Hence the equality bt =  as implies hyt — hxt, and, after the cancelation, yt =  xs. Since x, у are 
coprime, then x has to be a divisor of t, that is t Є xR hence r(b ) C  xR. For any xr Є xR we 
have that bxr =  hyxr =  yxhxr — yxar — ay2r Є aR, for some у 1, 1/2 Є R. The latter means that 
xr Є r(b) and xR C  r(b). At last we have obtained that xR =  r(b), thus R/aR is a right almost 
Baer ring. Similarly it is a left almost Baer ring.

Suppose that we have in R the inclusion r(c) C  r(b). Let aR +  cR =  dR and then a — dx,c — 
dy. As cx =  dyx =  dxyx =  ayx for some yi Є R, as it is a duo-domain. Hence cx =  0 and 
x Є r(c ) C  r(b), so bx — 0. The latter means that there is some k Є R such that bx =  ak. Since 
R is a duo-domain, there exists h Є R such that bx =  ak =  ha — hdx. After the cancelation we 
obtain b — hd Є Rd. Then b Є Rd — Rc and Rb C  Rc. Thus R/aR is a right P-injective by [8]. 
Case of a left P-injective case is similar.

Finally, in [2] it is proved that a Bezout ring R is a right and left IF-ring if and only if it 
is coherent and P-injective. By [3,10] we know that every IF-ring either has zero weak global 
dimension or it is infinite.

Suppose that x Є R =  R/aR. Then by previous properties we have that there are some 
y,z Є R such that l (x)  =  Ry =>· xR =  r l (x ) =  r(y)
r(x)  =  xR => Rx =  lr (x)  =  r(z ). Since R is also a duo-ring, xR =  Rx and thus r(y) =  l(z).

Let us consider two homomorphisms f , g  : R —l· R defined by f ( r )  =  rx ,g (r ) — xr. 
By the First Isomorphism Theorem, R/Ker(f ) — R/l (x ) =  Rx,R/Ker(g) =  R/r (x ) =  xR. 
However xR =  Rx and therefore R/l (x ) =  R/r(x) or R/zR =  R/Ry =  R/yR. Consider the 
commutative diagram with exact rows,

0  > yR ----- » R ----- > R/yR ----- » 0

j = =

0  >■ zR ----- » R ----- » R/zR ----- > 0

where there exists the unique isomorphism ; : yR —> zR augmenting this diagram by [9]. 
Thus, we have: xR =  r(y), r(x ) = z R  =  yR, Rx — l ( z ) , l ( x )  =  Ry =  yR =  zR =  Rz. Therefore, 
by [7] R/aR is the left and right morphic ring. For proving that the left and right morphic 
pairs coincide we need the following simple fact: if xR =  yR in a right P-injective ring R then 
xR =  yR. Hence we conclude that yR =  zR implies yR =  zR, therefore the left and right 
morphic pairs coincide. Since the right and left morphic pairs in R coincide, for any b Є R we 
can find c Є R such that 1(b) =  Rc =  cR =  r(b). The latter equality means that R/aR is a
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reversible ring.
As we have proved that R/aR is an almost Baer ring, the only thing we need is to prove that 

the intersection of any two right (and left) principal ideals is again a right (and left) principal 
ideal. Consider the ideals bR,cR. Using property 2 we see that there are some x,y Є R such 
that bR — r (x ),cR  =  r(y). Then TRdc R  — r ( x ) П r(y) =  r(xR +  yR) =  r(zR) =  dR, where 
z, d are some elements in R. We conclude that R/aR is a right (and similarly left) coherent ring 
by the definition. The theorem is proved. □

Gatalevych [4] was the first researcher who studied a noncommutative theory of adequate 
rings and their generalizations. We are also making an effort to deal with this theory.

Definition 2. A  nonzero element a in a ring R is said to be right adequate i f  for any nonzero 
element b Є R we can find two elements r,s Є R such that the decomposition а =  sr satisfies 
the following properties: rR +  bR — R and s'R +  bR φ R, where sR C s'R φ R.

Similarly, a left adequate element can be defined. In the case of a duo-ring these notions 
coincide and we simply talk on adequate elements. At first, the examples of adequate elements 
are the units, irreducible elements, and all square-free elements of a ring. Here is the definition 
of a square-free element.

Definition 3. A  nonzero element a in a ring R is called a square-free element if  having any its 
decomposition а =  xy, where x, у Є R, one can conclude that xR +  yR =  R and Rx +  Ry =  R.

It is useful to notice that there are rings without square-free elements, for example such is 
the ring of all algebraic integers.

Proposition 1. A ll square-free elements o f a Bezout duo-domain are adequate.

Proof Let a, b Є R, where я is a square-free element. Then aR +  bR — dR, a =  dao, b — 
dbo, aoR +  b()R — R for some elements d, aq, bo Є R. Since я is a square free element, aoR +  dR =  
R. The latter equality implies aoR -\-bR — R and the decomposition a =  sr, where s =  d, r =  До 
is the one that was desired. The statement is proved. □

Theorem 5. Let Rbea  Bezout duo-domain and a be some its nonzero element. The following 
statements are equivalent:

1)  a is a square-free element;
2) R/aR is a von Neumann regular ring;
3) J(R/aR) =  0;
4) w.gl.dim(R/flR) = 0 ;
5) w.gl.dim (R/aR) is finite.

Proof. 1 => 2. Suppose that я is a square-free element. Let у Є R =  R/aR be an arbitrary 
element. If у is not invertible then by Theorem 4, у is a zero divisor, that is xy =  0 for some 
element x in R. Then xy =  ak' =  ka, for some k, k' Є R. Suppose that kR +  xR =  dR — Rd, and 
k =  dko, x =  xod, xqR +  k^R =  R, for some xq, ko є R. Hence dx^y =  dkoa and cancellating by 
d we have Xoy =  kga. Since xq and ko are coprime, ko has to be a divisor of y, that is у =  koyo for 
some уо Є R. Since R is a duo-domain, there is some Χχ Є R such that хо^оУо =  ^о*іУо =  a 
hence я =  xiyo· Since я is a square-free element, we can conclude that x\R + у oR =  R. Then 
for some elements p,q,u,v Є R we have x\u 4- you — 1, xqp +  koq =  1. Multiplying the first
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equality by k0 we obtain k0xiu +  k0yQv =  k0 and Xop +  (xokou +  yv)q =  1. The latter equality 
implies xo R +  yR =  R- Since xoy =  k0a, we conclude that x^y =  0. As xo,y are coprime in R, 
this is preserved in R. Therefore, there are elements m,n Є R such that xqiti 4- yn =  1. The ring 
R/aR is reversible by Theorem 13, therefore yxo =  0. Finally, уЩт +  y2n =  у implies y2n — у, 
thus R/aR is a von Neumann regular ring.

2 =» 3. The proof is obvious as this is a property of each von Neumann regular ring.
3 =>· 1. Suppose that я =  be, where b and c have g.c.d. d φ  1. Then x Є J(R/aR) if and only 

if for any r,s Є R we have (1 — rxs)R +  aR =  R. However the Jacobson radical is zero, thus 
x Є aR =  Ra. The equality bR +  cR =  dR implies b =  dbo, c — dco, where bo,co Є R. Suppose 
that (1 — bodco)R +  aR =  hR. Then there are some a',x Є R such that a =  ha', 1 — bodco =  hx. 
Hence hR +  (bodco)R =  R. Since d(bodco) =  ha', the element bodco has to divide я', namely 
a' — bodcok, for some k Є R. Furthermore, a =  dbodco =  ha' =  hbodcok =  hk'(bodco), for some 
k' Є R. Hence d — hk'. From the duo-ring condition we know that Rh +  Rbodco =  R and 
there are u,v Є R such that uh +  vbodco — 1. After the right multiplication by k' we obtain 
d =  hk' =  h(vbodcok' +  uhk')  =  h(ud +  wd) — h(u +  w)d, for some w є R. Thus d =  h(u +  w)d 
implies h(u +  w) — 1 and hence h is invertible. As a result a — bgdco is coprime with a, that 
is bodco — ta =  tdbodco, for some t Є R. A l last we obtain td =  1 and d becomes a unit that 
contradicts with our assumption. Thus, я is a square-free element.

2 · » 4 .  The necessity is straightforward as this is a property of each von Neumann regular 
ring, and the sufficiency follows from the observation that R/aR is an IF-ring (by the Theorem 
13) of zero weak global dimension [2].

4 o 5 .  The necessity is again obvious, while the sufficiency follows from the fact that the 
weak global dimension of R/aR can be either 0 or infinite. The theorem is proved. □

Corollary 2. The square-free elements o f a Bezout duo-domain are the elements o f almost 
stable range 1.
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Сорокін O.C. Скінченні гомоморфні образи дуо-областей Безу // Карпатські матем. публ. —  2014.
— Т.6, №2. —  С. 360-366.

у CTaTTj доведено, що квазі-дуо кільце Безу стабільного рангу 1 є кільцем елементарних 
дільників тоді і лише тоді, коли воно е дуо-кільцем. Як застосування цього результату пока­
зано, що скінченні гомоморфні образи дуо-областей Безу є когерентними морфійними кіль­
цями слабкої глобальної розмірності рівної 0 або нескінченості, та кожен ін'єктивний модуль 
є плоский над такими кільцями. Крім того, введене поняття вільного від квадратів елемента у 
ситуації некомутативного кільця та показано, що такі елементи є адекватними елементами в 
дуо-областях Безу. Також отримано критерій регулярності скінченних гомоморфних образів 
дуо-областей Безу в термінах вільних від квадратів елементів, виродженості радикалу Дже- 
кобсона та скінченності слабкої глобальної розмірності.

Ключові слова і фрази: кільце Безу, подвійна область визначення, дистрибутивне кільце, 
стабільність рангу 1, вільно квадратований елемент, адекватний елемент, регулярне кільце 
фон Неймана, морфічне кільце, слабка глобальна вимірність.

Сорокин А.С. Конечньїе гомоморфньїе образи дуо-областей Безу // Карпатские матем. публ. — 
2014. — Т.6, №2. — С. 360-366.

В статье доказано, что квази-дуо кольцо Безу стабильного ранга 1 является кольцом зле- 
ментарньїх делителей тогда и только тогда, когда оно является дуо-кольцом. Как применение 
зтого результата показано, что конечньїе гомоморфньїе образьі дуо-областей Безу являются 
когерентними морфическими кольцами слабой глобальной размерности равной 0 или беско- 
нечности, и каждьш иньективньш модуль будет плоским над такими кольцами. Кроме того, 
введено понятие свободного от квадратов злемента в ситуации некоммутативного кольца, и 
показано, что такие злементи являются адекватними злементами в дуо-областях Безу. Также 
получен критерий регулярности конечних гомоморфних образов дуо-областей Безу в терми- 
нах свободньїх от квадратов злементов, вьірожденности радикала Джекобсона и конечности 
слабой глобальной размерности.

Ключевие слова и фрази: кольцо Безу, двойственная область определения, дистрибутивное 
кольцо, стабильность ранга 1, свободно квадратируемий злемент, адекватний злемент, регу- 
лярное кольцо фон Неймана, морфическое кольцо, слабое глобальное измерение.
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PARTITION POLYNOMIALS DEFINED BY PARAFUNCTIONS OF TRIANGULAR  

MATRICES WITH ARBITRARY FIRST TWO COLUMNS

We research a wide class of partition polynomials that satisfy paradeterminants of sloping tri­
angular matrix with arbitrary first two columns.
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I n t r o d u c t io n

Partition polynomials arise in many areas of mathematics: in differentiation of compos­
ite functions (Faa di Bruno's formula), in algebra, combinatorics (see [2, p. 1]), number the­
ory [1]. Partition polynomials are studied by many analysts: Beel [3], Riordan [4], Platonov [5], 
Kuzmyn and Leonova [6,7]. They are usually associated with linear recurrence relations that 
allow to generate them in an effective way. But for historical reasons the recurrence relations 
and the corresponding partition polynomials were studied mostly separately. Due to the intro­
duction for triangular matrices in particular their parafunctions it became possible to construct 
binary relations between parafunctions of triangular matrices, polynomial partitions and lin­
ear recurrence relations. Moreover it became possible to apply a unified approach to the study 
of all partition polynomials, to introduce the concept of inverse partition of polynomials, etc. 
In [8] a class of partition polynomials that are defined by parafunctions of triangular matrices 
with arbitrary first column was studied. This paper describes the partition polynomials, that 
are defined by parafunctions of triangular matrices with any first two columns.

1 P r e l im in a r ie s  a n d  d e n o t a t io n s

Let K be a fixed number field.

Definition 1.1. A  triangular table o f numbers from some field K

( ЙЦ \
i

A  =
Й21 «22

(1)

W l  a n2 - ’ ‘ ttnn/ n

is called a triangular matrix, and number n —  its order.
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Note that a triangular matrix in the definition is not a matrix in the usual sense, because it 
is triangular rather than rectangular table of numbers.

Every element αη of the matrix (1) corresponds with the (i — j  + 1) elements я,*, k =  j , . . . , i r 
which are called the derived elements of the matrix generated by the key element αη.

The product of all derived elements generated by the element αη can be denoted {αη} and 
called the factorial product of the key element αη, i.e.

І

{«*'/} =  1 {% ·  
k= j

Definition 1.2. I f  A  —  is a triangular matrix (1), then the paradeterminant and the paraper- 
manent o f the triangular matrix are, respectively, the following numbers:

ddet(A) — Σ  E  (~ 1 )” г Г І { д“і+ -+ «5/«і+-+“5- і+ і } '
r = l  a1+ . . .+ «r= «  s = l

n r

pper(A ) =  Σ  Σ  Г І К і +...+«*,«i+...+^-1+ ΐ } '
r= l« i+ ...+ «r=fis=l

where the summation is made by a set o f natural solutions o f the equation oc\ +  ... +  ocr =  n. 

Theorem 1 ([9]). For a triangular matrix the following equalities hold:

Я Ц

Я21 Я 22 

Яц1

(Я ц  -  Й 2і) ' Я22 

( я ц  — Я з і)  · Я32  Я33

(я ц  япі )  · ап2 я„3

(2)

п- 1

Я ц (Я ц  +  Я2 1 )  · Я22

Я2 1 Я22
=

(Я ц  + Я 3 1 )  · Я3 2  Я33

_Я„ 1  а п2 «пи. п (Я ц  +  Я „ і )  · Я„2 й«3 · · Япп_ п—1

(3)

Theorem 2. Let the polynomials yn{x\, *2, · · · ,  *n), n =  0,1,...,  be given by the recurrence 
equation

)n~l Tn\Xnyo, (4)Уп =  Х\Уп-\ -  Х2Уп-2 + 2х„_іУі +  (

=  1, then the following equalities hold:

y„ =  ddet

/ ТцХі 

T2l f

\

Xi

. . .  a  Xl J

y» =  Ε  ( - 1) ” " 1
Λ|-|-2Λ2Η·...4"μΑλ=μ

\ (*  - 1)!
' Ai !Аг! · . . .  ·

(5 )

rXi 'Xo2
A„! 1 2 · · ·

(6)

where k =  Ai +  Л2 +  . . .  +  A„.

2 The  m a i n  results

Theorem 3. Let the polynomials be given by the recurrence equation

Уп =  х\Уп-\ -  *2Уп-2  +  хзУп-з -  · · · +  (~ 1 )”_2Тп2Хп-іУі +  ( - 1 ) ”_ 1τ„ ιτ„2χ^ο, 

where yo — 1, then the following equalities hold:

(7 )

Уп -

ГцХі
Ξι 
*1
a  
x 2

T21

T31

τ22χι
Τ32ΞΖ

Χ\ Χ\
(8)

where 

Λ  (А, т) 

Proof

τ  . , τ  . - χ "~ 2 χπ-3Т»-1Дх„_2 Т п - 1 ,2

τ„ι хп- 1

-З %п—4
7" 0izLzl хп-2

п2Хп-2 Хп-3

А ( А, т)

*1

*1 « і

У « =  Σ ····
λ1+2λ2+...+ηλ„=η λ ι . · . . . · λ „.

(9 )

' η—1 \ «—1
Αι(Αι — 1)тцТ22 +  Ε  λ ιΑιτ ιιτί+ ι/2 ) · {k — 2)! +  ^  Α,+ιτ,+^ιτ,+ι^ · (fc

ν (=2 / ί=1
1)!

Уп = ,

TllXl

τ21§
τ 31 *2

Τ22Χ1

Τ32 *1

, *и-1 Xn-2 £η-3Τ "  - -Τ' «  " Π  — ί  π  J

и-1Дх„_2 1/2 * η_ 3 Χ((_4

τ »1^  τ «2
* η -1
Χη—2

Χη-2
Χη-3

ТЦХ1 -  T2ig j  τ22χι 

Τΐ ΐ Χΐ - Τ3ι | ) τ 32 §

*1

*1

*1

*1

ί  Тлі Г і    т  Χη-1 ^ χ  *Η-2 ΧΙ
і  4 1 ~ ' *rt—2/ ~ ' *η—3 η

( т ц Хі - Τ „ ι ^ _ )  Т „ 2 ^■*η —1 j  піт χη-2 
η - 1

χη—2 χη—3
ж

χη-2
η - 3

*1

*1 *1 η—1

Ε  ( - 1) ” 1 * Ε  λ «· ( τ Η χ ι -  τ , + ι , ι ^ Γ 1)  τ ,+ ід — ^
Αι+...+(η—1)Л„_1=п—1 1=1 V *і / Αι !Α2!

(fc -  1)
-χλιr i

η- 1
Ε  (- 1 ) ” 1 Ч и  Ε  AfTi+u

Λ·1-|-... + (π — 1)Λπ_ι = Π — 1 1=1

Α„_ι

Α1!Λ2!...Α„_1Γ 1 ' " ' ' ΛΓ""1'
№ - 1)! Λ,+ι

+  Σ
1)Ля_і= п—1

/_ΐ Ί «— V і1 Α τ  τ  γ Αι
( 1) Ε  , Ι+ΐ Ί  Ι+ΐ'2λ ι ι _ λ „ _ 1! г

λ,-1 Α,·+1+1 
Λι Λί+1

,,Λη—1 
C« - l

„ л п—1 
п — 1

where Ai +  Аг +  ... +  λ „_ ι =  fc.



The first sum after substituting λ\ 4-1 =  Aj, Аг =  A2, . . . , λ„ — λ η =  0 will have the form

( * ' -  2)!E (-1)" k ( (Λί - 1)τπτ22 + Tu Ε λίτ<+1,2 ) Τ̂Γ
\-1+2Л2+...+мЛп=и V і—2 / 1

ΥΛ1 νλ2 . . νλη
Χ2 . . .  Λπ

and the second one —  after substituting Ai =  A p .. .,A ,_i =  Α ^ ,Α ,· — 1 =  А;,А г+і + 1  =  

Α·+1, A,+2 =  λ ·+2, . . . ,  A„ =  λ'η =  0 —  will be in the form

/ и-1
Ε (-1)” E ̂ +1,1̂+1,277 ( f c ' - l )!

(=1 аі!....а ;.!(а ;.+1 - і ) ! а ; +2! . . . . а ; !  1
Л.2+...+мАи—π

Finally, we note that the expansion of the paradeterminant (8) according to the elements of the 
last range leads to the recurrence relations (7). □

This theorem can be proved in a similar way.

Theorem 4. Let the polynomials be given by the recurrence equation

Уп =  *\Уп-\ +  Х-іУп-2 +  х ЗУп-3 +  · · · +  Х-п—іУ і +  Тп2 *и - іУ і +  тмі'гп2 ^«У 0 / (Ю)

where і/о =  1, and τη are some parameters, then the following equalities hold:

Уп =

τ\\Χ\ 
*z 
*1 
Ξ2 
x2

T21

T31

T22*l

Т32 Xi

T" Xn-\ nr- „ _ *и-2 xn-3
n —I'l *n-2 *1 — 1,2 Λ’η—З *и-4

Хп τ- Λ *и—1 xtt—2
xn\xti-1 τη2Χγι-2 Xn-3

Xi

Xi *1

Уп Ε  Α (Α ,τ ) 4
Л| +2А2-К..-І"ИАи=м

Лі

where

a n- 1 \ (fc —2)!
A l(A i -  1)ТцТ22 +  E  АіА/ТцТ,-+ід 1 ------д- j

( f c - 1)!
И —1

+ E Аг+1тг+1Дті+1,2 
i=l

(11)

(12)

3 E x a m p l e

Let's find Α ( λ , τ )  in the partition polynomials (9) for case when n =  15, Ai =  3, Аг 
As =  2. In that case k =  6 and

Α ( λ , τ )  = 4 ! ( 3 · 2гцТ22 +  E  ЗА/Тпτ ,·+1/2 J 4- 5! (  Ε  ΐ̂-\-ιτ ί+\Λτ ΐ+ι,2 J ·

h

ί=2

Thus, the coefficient of * 1*2X5 is equal to

( _ 1)15- 6Λ (λ , τ )  -
3-2-4!

3! -1! -2! 
3-2-4!

Я ц й22 —
3-4!

З! · 1! · 2!

З! -1! -2! 
1-5!

З! · 1! -2!

, і = 1

ЯцЯ32

2-5!
З! · 1! · 2!
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Стефлюк С.Д. М ногочлени розбиттів, що задаються парафункціями трикутних матриць з двома 
першими довільними стовпцями. // Карпатські матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 367-371.

Досліджується широкий клас многочленів розбиттів, які задовольняють парадетермінанти 
трикутної матриці з двома довільними першими стовпцями.
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кція.
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первьіми произвольньїми столбцами // Карпатские матем. публ. —  2014. — Т.6, №2. — С. 367-371.

Исследуется широкий класс многочленов разбиений, порождающихся парадетерминанта- 
ми треугольньїх матриц с двумя первьіми произвольньїми столбцами.

Ключевьіе слова и фразьі: многочлен разбиений, треугольная матрица, парадетерминант, 
параперманент, парафункция.
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NOTE ON ARENS REGULARITY OF SYMMETRIC TENSOR PRODUCTS

We investigate symmetric regularity of sums of symmetric tensor products of Banach spaces and 
Arens regularity of symmetric tensor products of Banach algebras. An example for the Hilbert space 
is obtained.
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I n t r o d u c t io n

Let X and Y be complex Banach spaces and B : X x X - > Y b e a  bilinear map. A  map 
В : X** x X** —> Y** is said to be the Aron-Berner extension of В if it is defined by

B(x**,y**) =  lim В(хл,уа),ОС г

where χΆ and yβ are nets in X which are weakly-star convergent in X** to x** and y** respec­
tively.

The bilinear map is regular if

limB(xa,y « ) =  lim B(xa,y « ) (1)
Οί,β r  β,Οί r

for all weakly-star convergent nets (x«), (y «) C X in X**. X is regular if each bilinear form 
on X x X is regular. X is symmetricaly regular if each symmetric bilinear form on X is regular 
(see [3]). If Λ  is a Banach algebra, then A is called Arens regular if the bilinear map associated 
with the algebra product (x, y) —> xy is regular. In this case the Aron-Berner extension of the 
algebra product coincides with the Arens extension [1].

In this note we examine Arens regularity of symmetric projective tensor products of Banach 
algebras.

1 R e g u l a r it y  o f  s u m s  o f  s y m m e t r ic  t e n s o r  p r o d u c t s

Let us denote by V ( nX )  the Banach space of all continuous n-homogeneous polynomials 
on X. A  net (xa) C X is called n-polynomially convergent to a functional φ Є V ( nX)*  if

φ(Ρ)  =  lim P (xa)
Oi

for every P Є V ( nX).  (x «) is polynomially convergent if it is я-poly normally convergents for 
some n.

УДК 517.98
2010 Mathematics Subject Classification: 46G25,46M05.

Карпатські матем. публ. 2014, Т.6, №2, С.372-376 Theorem 1. Let (xa) and (y^) be polynomially convergent nets such that

lim P (xa +  у а) ф lim P (xa +  y«)
α,β β A

for a polynomial P Є V ( nX).  Then the Banach space

П
П ,------------------------- A---------- s

£ X : = C © X 0 X ®S/7r X 0  ... 0  X ®s,n · · · <8>s,Tr X

is not symmetrically regular, where the symbol <g)S/7r denotes the complete symmetric projec­
tive tensor product.

Proof. Let Ap be the symmetric и-linear map associated with P. That is, Ap (x , . . . ,  x) =  P(x).
Let us define a bilinear map Bp on Σ ” X  by the following way: given w,u Є Ε ” X can be
represented by w =  wo +  w\ +  ■ ■ ■ +  wn, u =  Uq +  U\ +  ... +  u„, where

k

W0l Wo Є C, wk, ик Є ® l„ X  =  X  ®s,7T · · · ®s,7T X, 

and w-ι =  x\ Є X, Mi =  yi Є Y,

O O O O  00 oo
Wk =  E  =  E  xkj ® ® xkj' » k = L  y'kf =  E  yjk; ® · · · ® Vkj- 

j=1 j=1 ;=1 /=1

Then we set

Bp(lV, u) =  E  Ap(UQXnjl f . . ., UQXnjn) +  E  nAp(yir X{n-\)j2' · ·  ·> X(n-l)j„) +  · · ·
j\,..;jn jll—ljn

+  ( I )  E  А р(Уп'-- - 'Уік'х) ш ' - - - ' хіп )+  E  Аріщупп...... woynj„)·

Clearly that Bp is a continuous symmetric bilinear form on Σ η X  and

BP( 1 + x  +  . . .  x®x, 1 +  у +  ... y®n) =  P (x  +  y).

Let v be the 'canonical' embedding v(x ) =  1 +  x +  ... +  x®n, xa and yp be n- polynomially
convergent nets. Then ν(χΛ) and v (y «) are weakly-star convergent in ( Σ η X)**· Hence

limBp(v(xa),v (y e )) ф lim Bp(v(xft), v(y^)) 
α,β r β,α

and so Bp is not regular. Thus Σ η X  is not symmetrically regular. □

For a given x =  Σ„=\ xnen in the support of x is the subset supp x =  {m Є N  : xm ф 0}.
Here { en}  is the standart basis of i\.

Proposition 1. There exists a symmetric bilinear map В : t\ x ί\ —> C and there are nets 
(xa) C l\ and (y^) C t\ such that \\xa\\ =  ||ŷ || =  1 and

1) limâ B (xa,y/3) Φ limβΑ Β(χΛ̂ β),

2) supp xu Π supp y^ =  0  for all tx. and β.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Proof. 1) it follows from the fact that l\ is not symmetrically regular. To construct map В which 
satisfy both 1) and 2) conditions we will use Example 1.1 in [5]. For simplicity we consider 
£ i(Z ). Let L+ and L_ are in i\ (Z )**  such that L+ is a Hahn-Banach extension of functional

φ+(χ)  =  lim xn,
т И-Ч+00

xn Є c (Z ) and L -  is a Hahn-Banach extension of

Ф -(х )  =  lim xn.
tl-¥-oo

Clearly L+ may by approximated in weak-star topology by (xa), xa Є l\, | |x| | =  1, a >  0 and 
L - b y  \)β, Ily^H =  \,β <  0. Also in [5] it is shown that the Arens extension of the convolution
* on i\ is not commutative and

lim(xa * у а) Ф lim (xa *ya).
α,β r β,α

So there is a linear functional / on t\ (Z )**  such that

lim /(xa * y /5) ф lim /(x« *yp).
Οί,β β,Οί

We set B(x,y) — f ( x  * y). □

Proposition 2. There exists a 4-homogeneous polynomial P on ί 2 such that

lim P (xa +  y « ) ф lim P (xa +  у a)
α,β β,Οί

for some polynomially convergent nets (χα), ^ β ) C i 2-

Let B(x,y) be a symmetric non-regular bilinear map on t\ and (xa) and ^β )  as in Proposi­
tion 1. We can write

OO 00

Xcc =  Σ  XW en and ν β  =  Σ  Уβ,Π^ΥΙ/ 
n=1 и=1

where en is the standart basis on І 2 of the form za =  Σ “=1 \Jx&,nen and Τβ — ]£~=1 \/У$,пеп-
Clearly ||z«||*2 =  ||χΛ||/, =  1 and ||rp||*2 =  ||у/зІк =  1. By compactness reasons nets (z «)
and [τβ) contains H^-convergent subsets (which are polynomially convergent as well) which
we will denote by the same symbols ([2]). Let us define the following polynomial on і г

/  °o 00
p ( x )  =  Σ xnenr E x2ne „ y

'n= 1  n= 1

where В is defined above. Since
OO 00
E  x2nen Є l\ for every x =  JH xnen Є іг ,
n= 1  и= 1

P is well defined. Since nets (x «) and (y^) have the disjoint supports,
00 00 00 00 

ρ { ζ « + rβ )  =  в (  σ  zln  +  E  r\,n> E  i n  +  E  r%n)

So,

η—1 n—1 n= 1 n= 1

=  B(xa +  yβ, xa +  Уβ) =  B(xa,xa) +  2B(xa,y/3) +  B(y/s,yp). 

lim P(za +  r«) =  limB(xa,x «) +  lim B(y«, y «) + 2  lim B(xa,y « )
a,13 r a β r r α,β

ф lim B (x«,xe) +  lim B (y«,y «) +  21imB(xa,y « ) =  lim P (za +  r«).
α β r β,α Γ β,α r

Corollary. Σ 4 £2 Is not symmetrically regular. Note that in [3] it is shown that the complete
projective tensor product £2 2̂ is not symmetrically regular.

2 T h e  c a s e  o f  B a n a c h  a l g e b r a

Let Λ  be a Banach algebra. Then the complete projective tensor power ®  Λ  is a Banach 
algebra too and the symmetric tensor power (g)” π Л  is a Banach subalgebra of (g)” A. In [4]
was studied conditions of Arens regularity of A. Here we concentrate on <S>s π A.

Theorem 2. Let (χα), {^β) be an n-polynomial convergent nets in A such that

lim P(xa · у β) ф lim Ρ(χα · yfi) (2)
α,β r  β,α

for an arbitrary P  Є V { nA) .  Then (£)",π A is not regular.

Proof If (xa), (уц) C A  are n-polynomial convergent nets to φ, ψ Є ( V ( n A ) ) *  respectively, 
then nets ua =  xa cg>... <g> xu, νβ =  yβ® . . . ®y β  are convergent in week-star topology to 
φ,ψ Є (®s,nA)** respectively, i.e. for all / Є (<8>” тг^)*

=  liF l/ ( w« ) '  $ (/ )  =  ιψ ί ( ν β)·a β

Let Ap be a symmetric «-linear map associated with P and / is the linear functional on 
<8 >",π A  such that P (x ) =  /(x <g)... <g> x).

Let us consider P (x · y) for arbitrary P Є V ( nA ):

P(x ■ y) =  Ap(x  · y ,. . . ,  x · y) =  f ( x  ■ у ® ... <g> x ■ y) =  f ( u  ■ v) =  B(w, 17),
4------ ---------' 4-------- S/---------/

П П

where u =  x (g>... <8) xy σ =  у ® ... (g) у and

/*“
x-y<8>...(8) x - y  +  ... +  x- y(8) . . . ® x - y

П
u ■ 17 =  --------------------------------------------------------------------  =  X - y ® . . . ( g ) X - y .

n '---- u

So, if

M

then

lim P(x« ■ yp) ф lim P(x« · yβ),
α,β r

limB(ua,i7c) ф limB(ua,i7g).
α,β r  β,α r

Thus В is a bilinear map on n A  and is not regular. □

Remark. In the case o f commutative Banach algebra we can see that under conditions o f The­
orem 2, (£)” π A is not symmetrically regular.
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Тарас О., Загороднюк А. Регулярність за Аренсом симетричних тензорних добутків // Карпат­
ські матем. публ. —  2014. — Т.6, №2. —  С. 372-376.

У роботі досліджено симетричну регулярність сум симетричних тензорних добутків ба- 
нахових просторів і регулярність за Аренсом симетричних тензорних добутків банахових ал­
гебр. Розглянуто приклад для випадку гільбертового простору.

Ключові слова і фрази: симетрична регулярність, мультилінійне відображення, поліном на 
банаховому просторі, регулярність за Аренсом, тензорний добуток.

Тарас Е., Загороднюк А. Регулярность по Аренсу симметрических т ензорних произведений // 
Карпатские матем. публ. —  2014. — Т.6, №2. — С. 372-376.

В работе исследуется симметрическая регулярность сумм симметрических тензорних про­
изведений банаховьіх пространств и регулярность по Аренсу симметрических тензорних про­
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Т ім і§ І.

STABILITY OF TRIPLED FIXED POINT ITERATION PROCEDURES FOR MIXED 

MONOTONE MAPPINGS

Recently, Berinde and Borcut [11] introduced the concept of tripled fixed point and by now, there 
are several researches on this subject, in partially ordered metric spaces and in cone metric spaces.

In this paper we introduce the notion of stability definition of tripled fixed point iteration proce­
dures and establish stability results for mixed monotone mappings which satisfy various contractive 
conditions. Our results extend and complete some existing results in the literature. An illustrative 
example is also given.

Key words and phrases: tripled fixed point, stability, mixed monotone operator, contractive condi­
tion.
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I n t r o d u c t io n

Banach-Caccioppoli-Picard Principle was applied on partially ordered complete metric 
spaces by Ran and Reueings [34] and starting from their results, Bhaskar and Laksmikan- 
tham [12] extend this theory to partially ordered produced metric spaces and introduce the 
concept of coupled fixed point for mixed-monotone operators of Picard type, obtaining re­
sults involving the existence, the existence and the uniqueness of the coincidence points for 
mixed-monotone operators Τ : X2 —> X in the presence of a contraction type condition.

This concept of coupled fixed points in partially ordered metric and cone metric spaces 
have been studied by several authors, including Abbas, A li Khan and Radenovic [1], Berinde 
[5-7], Choudhury and Kundu [17], Ciric and Lakshmikantham [18], Karapinar [23], Laksh- 
mikantham and Ciric [24], Olatinwo [25], Sabetghadam, Masiha and Sanatpour [37].

Recently, Berinde and Borcut [11,16] obtained extensions to the concept of tripled fixed 
points and tripled coincidence fixed points and also obtained tripled fixed points theorems and 
tripled coincidence fixed points theorems for contractive type mappings in partially ordered 
metric spaces. Research on tripled fixed point was continued by Abbas, Aydi and Karapinar
[2], Aydi and Karapinar [4], Amini-Harandi [3], Borcut [13-15], Rao and Kishore [34].

In the case of fixed points of an operator Τ : X2 —>· X, the stability of a fixed point iterative 
procedures was first studied by Ostrowski [33] in the case of Banach contraction mappings 
and this subject was later developed for certain contractive definitions by several authors (see 
Harder and Hicks [19], Rhoades [35,36], Osilike [30,31], Osilike and Udomene [32], Berinde [8-

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


10], Jachymski [22], Olatinwo [26,27], Imoru and Olatinwo [20], Imoru, Olatinwo and Owojori 
[21,29] etc.).

On the other hand, adapting the concept of stability from fixed point iterative procedures, 
Olatinwo [28] studied the stability of the coupled fixed point iterative procedures using some 
contractive conditions for which the existence of a unique coupled fixed point has been estab­
lished by Sabetghadam, Masiha and Sanatpour [37].

Our aim in this paper is to introduce the concept of stability for tripled fixed point iterative 
procedures and to establish stability results for mixed monotone mappings satisfying various 
contractive conditions by extension from coupled fixed points to tripled fixed points of con­
tractive conditions employed by Olatinwo [28].

1 P r e l im in a r ie s

Let (X, < )  be a partially ordered set and d be a metric on X such that (X, d) is a complete 
metric space. Berinde and Borcut [11] endowed the product space X3 with the following partial 
order

(u,v,w) <  (x,y,z) <==> x > u ,  у < v ,  z > w ,  (u,v,w), (x,y, z) Є X3.

Definition 1 ([11]). Let (X, < )  be a partially ordered set and Τ : X3 —> X be a mapping. 
We say that T has the mixed monotone property i fT (x ,y ,z )  is monotone nondecreasing in x, 
monotone nonincreasing in у and monotone nondecreasing in z, that is, for any x,y,z Є X,

* i <  *2 = >  T (x i ,y ,z )  < T ( x 2,y,z) , x i ,x2 e X ,

y \ < V 2 =► T(x ,y i ,z )  >  T(x, y2,z), yx,y2 Є X,

Zi <  Z2 =► T(x ,y ,z i )  <  T(x,y,z2), z\,z2 Є X.

Definition 2 ([11]). An element (x, y,z) Є X3 is called tripled fixed point o f Τ : X3 -> X, if

T(x,y,z)  — x, T(y,x,y) =  y, T(z,y,x)  — z.

A  mapping Τ : X3 —> X  is said to be a (k, μ, p)-contraction if and only if there exists three 
constants k > 0 ,  μ >0 ,  p > 0 ,  k +  μ +  ρ <  I, such that Vx, y, z, u,v,iv Є X,

d(T(x,y,z),T(u,i>,u>)) <  kd(x,u) +  μά^,ν )  +  pd(z,w). (1)

In relation to (1), we introduce some new contractive conditions.
Let (X, d) be a metric space. For a map Τ : X3 —> X there exist α\, α2, a3, b\, b2/ bo, >  0, with

яі +  a2 +  аз <  1, b\ +  b2 +  Ьз <  1, such that Vx, y, z,u,v,w Є X we introduce the following
definitions of contractive conditions:

(/) d (T (x ,y ,z ), T(u,u, ш)) <  a\d (T(x,y,z),  x) +  b\d (T(u,v, w ) ,u ) ; (2)

d(T{y,x,y) ,T(O,u,O))  <  a2d (T (y rx,y),y)  + b 2d (T ( v ,u , v ) , v ) ; (3)

d (T (w ,y ,x ) ,T (z ,v ,u ) )  <  â d (T (z ,y ,x ),z ) +  b̂ d (T(zu,v, u),zv) ; (4)

(ii) d (T (x ,y ,z ) ,T (u ,v ,w ) )  <  aid (T (x ,y ,z ) ,u )  +  b\d ( T(u ,v ,w ) ,x ) ;  (5)

d (T (y ,x ,y ) ,T (v ,u ,v ) )  <  a2d (T (y ,x ,y ) ,v )  + b 2d (T ( v ,u ,v ) ,y ) ; (6)

d (T (w ,y ,x ) ,T (z ,v ,u ) )  <  a3d(T (z ,y ,x ) , iv )  +  b3d (T (w ,v ,u ) , z ) . (7)

Let А, В Є (R ) be two matrices. We write A <  B, if a η < bij for all і =  1, m, j  =  1, n.
In order to prove our main stability result in this paper we give the next

Lemma 1 ([8]). Let {an } ,  {bn} be sequences o f nonnegative numbers and h be a constant, such 
that 0 <  h <  1 and

ап+1 <  han +  bn, n >  0.
I f  lim bn =  0, then lim an — 0.n-»oo

We also give the next result which extends Lemma 1 to vector sequences, where inequalities 
between vectors means inequality on its elements.

Lemma 2. Let {un}, {vn}, {wn} be sequences o f nonnegative real numbers. Consider a matrix 
А  Є M3 3(R ) with nonnegative elements, such that

<  A ■ n >  0, (8)

with 

(i) lim A " =  0 3;
>oo

O O O O  00
(Ц) Σ  <  °°/  E  h  <  00 and E  ik  <  °°·

fc=0 fc=0 k=0

,  ( e" \  ( ° \I f  lim I — I 0 L  then lim
n—>00 I l \ l  rt—>0oV 7 П J V o J

Proof. For A =  0 Є M p 3), the conclusion is obvious.
We rewrite (8) with n — k and sum the inequalities obtained for A: =  0 , 1 , 2 After 

doing all cancellations, we obtain

u n+1 \ / w0 \ n (  £ti-k  \
Vn+ 1 I <  ^ n+1 I V0 +  Σ  А Ч  5n_ k . (9)

w n+\ J \ Щ  J k=0 \ 7 n -k  J
From (ii) it follows that the sequences of partial sums {En}, { Δ „ }  and {Γ „ } ,  given respec­

tively by E„ =  ε0 +  t\ H---- +  e„, Δ„ =  δ0 +  δι + ■■■ +  Sn and Yn =  70 +  71 +  · · · +  yn, for
n >  0, converge respectively to some Ε >  0, Δ >  0 and Γ >  0 and hence, they are bounded.

ί  E" \  / MLet M  >  0 be such that I Δ„ I <  M  · I 1 I , Vn >  0. By (i) we have that Ve >  0, there

exists N  =  N(e )  such that A n <  ^ t7 · з̂, V η >  N, M  >  0.

We can write

n (  £n—k

Ε ΛΜ u
k=0 ln -k

+  · · · +  /3 I δη
7 П



for all n >  N. On the other hand, if we denote A ' — max { I3, A , . . . ,  A N 1},  we obtain

ε«-Ν+1
' N_1 1 δ η - Ν + 1  І + - - -  +  ІЗ I δη I <  A'

Z n - N + l

δη-Ν+ 1 J +
Ύη—Ν+1

— £ «—N 
=  A  j An Д„_дг

ГП ~

As N  is fixed, then lim En =  lim En =  E, lim Δ η =  lim Δ η- ν =  Δ, and lim Tn =n—>00 n—>00 n—>00 H—>00 n—>00
lim Γ „_ν  =  Γ, which shows that there exists a positive integer fc such that

л->оо

(
En E«-n
Δ„ -  Δ „_ ν  , Vn >  fc.

Γπ — Γ „_ν  

Now, for m =  max {k ,N} ,  we get

Vn >  ra,

„  / Єи-λ \
and therefore, lim £  A* 0n~k =  0.

”^ °° fc=o V 7и-jfc /
Now, by letting the limit in (9), as lim A ” =  0, we getM—>00

as required. □

2 St a b il it y  r e s u lt s

Let (X,d)  be a metric space and Γ  : X3 -> X  a mapping. For (xo/yo/zo) Є X3 the sequence 
{ (x „ ,y „ ,z „ ) }  C X3 defined by

x„+i =  T ( x n , y n / Z n ) ,  y n+1 =  Т(уп,Хп,Уп), z„+ i =  T (z „,y „,x „), (10)

with n =  0, 1, 2, . . . ,  is said to be a tripled fixed point iterative procedure.
We give the following definition of stability with respect to T, in metric spaces, relative to 

tripled fixed points iterative procedures.

St a b i l it y  o f  t r ip l e d  f ix e d  p o in t  i t e r a t i o n  p r o c e d u r e s  f o r  m ix e d  m o n o t o n e  m a p p in g s  381 

Definition 3. Let (X, d) be a complete metric space and

Fixt(T )  =  {(x * ,y * ,z * ) Є X3 I T(x*,y*,z*)  -  x*, T(y*,x*,y*) =  y*,T(z*,y*,x*)  =  z* }

is the set o f  tripled fixed points o f T.
Let { ( X n , y n, z n ) }  C  X3 be the sequence generated by the iterative procedure defined by (10), 

where (xo,yo/2o) ^ X3 is the initial value, which converges to a tripled fixed point (x*,y*,z*) 
ofT.

Let { (un, vn, wn) }  C X3 be an arbitrary sequence. For all n =  0,1,2,... we set 

E-n — d (un+\, T (Un, Vn, Wn)) , δη — d (Vn+X/F (Vn,Un,Vn)) , Ύη =  d (wn+i, T (10n, Vn, Un)) ■

Then the tripled fixed point iterative procedure defined by (10) is T-stable or stable with 
respect to T, i f  and only if

lim (εη,δη,Ύη) =  0кз implies that lim (un,vn,wn) — (x*,y*,z*).
M—>00 1 n—>00 / \ j  /

Theorem 1. Let (X, < )  be a partially ordered set. Suppose that there exists a metric d on X 
such that (X , d) is a complete metric space. Let Τ : X3 —> X be a continuous mapping having 
the mixed monotone property on X  and satisfying (1).

I f  there exists xq, yo, zo Є X such that

Xo <T(xo,yo,zo),  y o > T ( y 0, x0,y0) and z0 <  T(z0,y0,x0),

then there exist x*,y*,z* Є X such that

x* =  T (x*ry*,z*), y* =  T(y*,x*,y*) and z* =  T(z*,y*,x*).

Assume that for every (x,y,z), (x i,y i,Z i) Є X3, there exists (u,v,w) Є X3 that is compara­
ble to (x,y,z) and (x i,y i,z i). For (xo,yo,zo) Є X3, let { ( x n,yn,zn) }  C X3 be the tripled fixed 
point iterative procedure defined by (10). Then the tripled fixed point iterative procedure is 
stable with respect to T.

Proof. From the suppositions of the hypothesis, Berinde and Borcut [11] proved the existence 
and uniqueness of the tripled fixed point and now, using these results, we can study the sta­
bility of the tripled fixed point iterative procedures.

Let { ( x n,yn,zn) }  C  X3, t n =  d (un+lrT ( u n, V n , w n ) ) ,  δη =  d (vn+i ,T (v „ ,  u„,vn) )  and 
7n =  d (w„+i, T (wn, vn, un)).

Assume also that lim εη =  lim δη =  lim j n — 0 in order to establish that lim un =  x*,
M—>00 n—>00 n—>00 я—> 00

lim vn =  y* and lim wn =  z*.
П—ЇОО n—>00

Therefore, using the (fc, μ, p)-contraction condition (1), we obtain

d(un+1,x*) <  d(un+1, T (u„, vn, wn) )  +  d(T (un, v„, wn) , x*)

=  d(T (un, vn, wn) , T(x*, y*, ζ * ) ) + ε η (11)

<  kd(un,x*) +  pd(vn,y*) +pd(wn,z*) +  ε„,

d(vn+i,y*) <  d(vn+1,T  (vn,u„,vn) )  +  d(T (v„,un,vn) ,y*)

=  d(T (vn,un,vn ) , T(y*,x*,y*) )  +  δη (12)

<  kd(vn,y*) +  pd(un,x*) +  pd(vn,y*) +  δη,



d(wn-\-\, Z ) 5: d(jVn+\, T (Wfi, Vn/ Ми)) "Ь d(T {wn, Vn, un) , z )

=  d[T (w„,o„ ,u„) ,T (z* ,y* ,x* ) )  + 7  П (13)

<  kd(wn,z*) +  }id{vn,y*) +  pd{un,x*)  +  7 
From (11), (12) and (13), we obtain

/ d(un+bx*) \ / k μ p \  / d(un,x*)
d(vn+i,y * ) <  μ k +  p 0 · I d(vn,y*)

\ d(wn+i,z*)  J \ ρ μ k )  \ d(w„,z*)

/ k μ p \
We denote A  :=  I μ k +  p 0 J , where 0 <  k +  μ +  p <  1, as in (1).

V Ρ μ * /
In order to apply Lemma 2, we need that A n ->■ 0, as n -> 00. Simplifying the writing,

/ a\ h  ci \
A : — I d\ e\ /i J , where a\ +  b\ +  C\ =  d\ 4- e\ +  f\ =  g\ +  b\ +  h\ =  k +  μ +  p <  1.

V gi bx hi J
Then

f  k μ p \  f k  μ p
A 2 =  I μ k +  p 0 J - I μ k +  p 0

\ p  μ k j  \ p  μ k

/ k2 +  μ2 + p 2 2£μ +  2μρ
=  I 2kμ +  ρμ k2 +  μ2 +  ρ2 +  2kp

\ 2kp +  μ2 2kμ +  2ρμ

where Й2 +  b2 +  C2 — dz +  Є2 +  fz — g2 +  b2 +  hz —
Now, we prove by induction that

( Яп Ьп Cn 
dn Єп fn 
gn bn hn

where

a„ +  Ь n + c n =  dn +  en+ f „ = g n  +  Ь n+hn =  (k +  μ +  p)n < k  +  μ +  p < l .  (14) 

If we assume that (14) is true for n, then since

an bn cn \ I k  μ p
A n+1 =  [ dn en f n J · ί μ k +  p 0

gn bn hn J \ ρ μ k

kan +  μbn +  pcn μαη +  kbn +  pbn +  μβη pan +  kcn
kdn +  μβη +  pfn μάη +  ken +  pen +  μ/„ pdn +  kfn
kgn +  μ Κ  +  p K  μgn +  kbn +  pbn +  μ Κ  pgn +  khn

we have

an+1 +  bn+1 +  cn+1 =  kan +  μbn 4- pcn +  μαη +  kbn +  pbn +  μοη +  pan +  kcn

=  (k +  μ +  p)a„ +  ^  +  μ +  p)bn +  ^  +  μ +  p)cn

— (k +  μ +  p)(a„ +  bn +  cn) =  (k +  μ +  p)(k +  μ +  p )n

=  ^  +  μ +  p) n+1 < k  +  μ +  p < l .

2 kp\ / az bz c2 \

μρ := d2 ez h  l ·
k2 +  p2 J \ gi bz hz j

(.k +  μ +  ρ )2 K k  +  μ +  P <  1.

Similarly, we obtain

dn+i +  c n+ 1 +  f n+1 =  g n + 1 +  bn+ 1 +  hn+1 =  (k +  μ +  p ) n+1 <  k +  μ +  p <  1. 

Therefore, lim A n =  O 3  and now, having satisfied the conditions of the hypothesis of00
Lemma 2, we can apply it and we get

so the tripled fixed point iteration procedure defined by (10) is T-stable. □

Remark 1. Theorem 1 completes the existence theorem of tripled fixed points o f Berinde and 
Borcut [11 ]  with the stability result for the tripled fixed point iterative procedures, using mixed- 
monotone operators.

Corollary 1. Let (X, < )  be a partially ordered set. Suppose that there exists a metric d on X 
such that (X, d) is a complete metric space. Let Τ : X3 —> X be a continuous mapping having 
the mixed monotone property on X.

There exists K Є [0 ,1 ) ,  such that T satisfies the following contraction condition

d (T (xryrz)rT(u,v,w))  < ^ [ d { x , u ) + d ( y fv ) +d ( z , w) } ,  (15)

for each x, y, z, u,v,w Є X, with x >  u,y <  v and z >  w.
I f  there exists xo, yo, zq Є X such that

Xo <  T(xo,yo/Zo), У0 >  T(yo,xo,yo) and z0 <  T(z0,y0rx0) f

then there exist x*,y*,z* Є X such that

x* — T(x*,y*,z*) ,  y* =  T(y* ,x*,y*) and z* =  T(z* ,y\x*) .

Assume that for every (x ,у,z), (x\,y\,Z\) Є X3, there exists (u,v,w) Є X3 that is compara­
ble to (x,y,z) and (* i,y i,z i).  For (xo,yo,zo) Є X3, let { (x « ,y n,z „ ) }  C X3 be the tripled fixed 
point iterative procedure defined by (10). Then, the tripled fixed point iterative procedure is 
stable with respect to T.

Proof. We apply Theorem 1, for k — μ — p □

Remark 2. Corollary 1 completes the existence theorem o f tripled fixed points o f Berinde and 
Borcut [11] with the stability result for the tripled fixed point iterative procedures, usingmixed- 
monotone operators.

Theorem 2. Let (X, < )  be a partially ordered set. Suppose that there exits a metric d on X such 
that (X, d) is a complete metric space. Let Τ : X3 —>■ X be a continuous mapping having the 
mixed monotone property on X and satisfying (2), (3) and (4).

I f  there exist xq,  yo, Zo Є X such that

Xo <  T(xo,yo,zo), yo>T{yo,xo,yo)  and z0 <  T(z0,y0,x0),

then there exist x*,y*,z* Є X such that

x* — T (x*,y*,z*), y* =  T(y*,x*,y*) and z* =  T(z*,y*,x*).



Assume that for every (x,y,z)r (x i,y i,z i) Є X3, there exists (u,v,w ) Є X3 that is compara­
ble to (x ,y ,z) and (x\,y\,Z\). For (хо/уо/^о) Є X3/ fef { (x n,y „ ,z „ ) }  C X3 be the tripled fixed 
point iterative procedure defined by (10). Then, the tripled fixed point iterative procedure is 
stable with respect to T.

Proof. Let { ( xn,yn,zn) }  C X3, ε„ =  d (u„+i, T (un, vn, wn)) ,  δη =  d (vn+i , T  (vn/un,vn) )  and 
7n =  d (ιυη+ι , Τ  (wn,vn,un)). Assume also that lim ε„ =  lim δη =  lim yn =  0 in order to

n—>00 n—У CO ft—>00

establish that lim un =  x*, lim vn =  y* and lim wn =  z*.
И—>00 n—У co n—>00

Therefore, using the contraction condition (2), we obtain

d(un+1 , x*) <  d(un+1 , T ( un, vn, wn) )  +  d(T  (un, v„, wn) , x*)

=  d(T (un,vn,ivn) ,T (x* ,y* ,z* ) )  + £ n

<  a\d (T (x *,y*,z*),x *) +  b\d (T (un,vn,wn) ,un) +  ε„

<  αχά(χ*,χ*) +  bid (T {un,vn,wn) ,un+1) +b id (un+i ,x * )  +  bxd(x*,un) + £ n 

=  aid(x*,x*) +  bid(un+i,x* )  +  bid(x*,un) +  (bi +  1)ε„.

Hence, (1 — bi)d(un+i ,x* )  <  bid(x*,un) +ε'„, where ε'η (bi +  1)ε„ +й і^ (х*,х*). Passing 
it to the limit and applying Lemma 1 for Є [0,1), we obtain that lim u„ =  x*.

Now, using the contraction condition (3), we obtain

d(vn+i,y*) <  d(vn+i , T  (vn,un/Vn)) +  d(T (vn/un,vn) ,y*)

=  d(T (vn, Univn) , T(y*,x*,y*) )  +  δη

<  a2d(T (y*,x*,y*) ,y*)  +  b2d (T (v n,un,vn) ,vn) + δ η

<  a2d(y*,y*) +  b2d (T {vn,un,vn) f vn+i )  +  b2d{vn+i,y*) +  b2d(y*,vn) +  δη 

=  a2d(y*,y*) +  b2d(vn+1/y*) +  b2d(y*rvn) +  (b2 +  1)δη.

So, (1 -  b2)d(vn+i,y*) <  b2d(y*,vn) +  δ'η, where δ'η :=  (b2 +  1)δη +  a2d(y*,y*). Passing it 
to the limit and applying Lemma 1 for Є [0,1), we obtain that lim vn — y*.

Similarly, using the contraction condition (4), we obtain

d(wn+i,z * ) <  d(wn+i , T ( z n,vn/un) ) + d ( T  (z„,v„,un) ,z*)

=  d(T (wn, vn, un) , T(z*,y*, x* ) )  +  7„

<  a3d {T(z*,y*, x*) ,z*)  +  b3d (T (w n,vn,un),wn) +  7n

<  a3d(z*,z*) +  b3d (T(wn,Vn,un),wn+ i )  +  b3d(wn+i,z* )  +  b3d(z*,wn) +  In 

=  a3d (z * ,z * )+  b3d(wn+i , z * ) +  b3d(z*,wn) +  (b3 +  l ) 7«.

Therefore, (1 -  b3)d(wn+i,z* )  <  b3d(z*,wn) +  Yn, where Уп :=  (b3 +  1)7« +  a3d(z*,z*). 
Passing it to the limit and applying Lemma 1 for Є [0,1), we obtain that lim wn =  z* and 

then we get the conclusion. □

Theorem 3. Let (X, < ) be a partially ordered set. Suppose that there exists a metric d on X  
such that (X, d) is a complete metric space. Let Τ : X3 —» X be a continuous mapping having 
the mixed monotone property on X  and satisfying (5), (6) and (7).

I f  there exist xq, yo, zq Є X such that

xo <  T(x0/y0,Z0 ), y0 >  Г(уо,хо,уо) and z0 <  T (z0,y0,x0),

then there exist x*, y*, z* Є X such that

x* — T(x*,y*,z*) , y* =  T(y* ,x*,y*) and z* =  T(z*,y*,x*).

Assume that for every (x, y, z), (x i,y i,z i) Є X3, there exists (u,v,w) Є X3 that is compara­
ble to (x ,y ,z) and (x i,y i,z i). For (xo,yo,zo) Є X3, let { (x n,yn ,z„)} C X3 be the tripled fixed 
point iterative procedure defined by (10). Then, the tripled fixed point iterative procedure is 
stable with respect to T.

Proof. L e t { (x n,y „ ,z „ ) }~ =0 C Χ3,ε„ =  d (un+i , T  (un,vn,wn)),  δη =  d (vn+i , T  (vn,un,vn) )  and 
7n =  d (zvn+i, T (wn, vn, un)).

Assume also that lim^oo ε„ =  lim^oo δη =  limf!̂ oo 7n =  0 in order to establish that 
lim„^oo un =  x*, lim„^.oo vn =  y* and lim^oo w„ =  z*.

Therefore, using the contraction condition (5), we obtain

d(un+i ,x* )  <  d(un+ i ,T (u„ ,On, w „ ) ) + d ( T  (un,Vn,wn) ,x*)

=  d(T ( u n, V n , w n ) ,T (x* ,y* ,z* ) )  + ε „

<  aid(T(x*,y*,z*),Un) +  b id (T (un,vnrwn),x* )  +  en

<  aid(un,x*) +  b id (T (un,v„,Wn),Un) +  bid(u„,x*) + ε „

— (fli +  bi)d(un, X * )  +  £n +  bi£n- i .

Hence, passing it to the limit and applying Lemma 1 for h :=  ai +  bi Є [0,1) and for 
ε'„ :=  εη +  bi£n- i  0, we obtain that lim„_>.oo u„ — x*.

Now, using the contraction condition (6), we obtain

d(vn+i,y*) <  d(vn+i ,T (vn ,u nfO „ ) ) + d (T  (vn, un,vn) ,y*)

=  d{T (vn,un,vn) ,T (y*,x*,y*) )  + δ η

<  a2d (T(y*, x*,y*), On) +  b2d (T(v„, un> vn), y*) +  δη

<  a2d(vn,y*) +  b2d(T(vn,un>vn) ,vn) +  b2d(vn,y*) + δ η 

=  («2 +  h)d (v„ ,y* )  +  δη +  М и -1·

So, passing it to the limit and applying Lemma 1 for h :=  a2 +  b2 Є [0,1) and for δ'η := 
δη  +  Μ η -1 - >  o, we get limn_̂ oo Vn =y* .

Similarly, using the contraction condition (7), we obtain

d(wn+i,z* ) <  d(wn+i , T ( z n,vn,un) ) + d ( T  (z„,v„,Un) ,z*)

=  d(T (wn,v„,un) ,T (z* ,y* ,x* ) )  +  7„

<  a3d (T (z* ,y* ,x* ) ,wn) +  b3d (T (wn,vn,un),z*)  +  7„

<  a3d(wn,z*) +  b3d(T (wn/Vn/un)/wn) +  b3d(wn,z*) +  yn 

=  a3d(wn,z*) +  b3d(w„,z*) +  b3d(T(wn,vn,un),wn) +  4 n
=  (a3 +  b3)d(wn,z*) +  7„ +  b37„_i.

Hence, passing it to the limit and applying Lemma 1 for h :=  a3 +  b3 Є [0,1) and for 
Уп : =  7n  +  Ьз7п-і —> 0, we obtain that lim wn =  z* and then we get the conclusion. □

3 Illu strative  e x a m ple

Let (X,d) be a complete metric space, where X =  IR, d(x,y) — |x — y|. Consider a continu­
ous and mixed monotone mapping T : R 3 —> R, with T (x ,y ,z ) =  2x~2̂ 2z+l.



Berinde and Borcut [11] proved the existence and the uniqueness of the tripled fixed point 

of T, respectively (x*,y*,z*)  =  (ro/ iB 'lb )' using (*0,J/0,z0) =  ( 35, 5, 20) ·

For K =  \ ,T  satisfies the contraction condition (15), i.e.,

K
d(T(x,yrz ) ,T (u/v,w) )  <  -  [d(x, u) +  d(y,v) +  d(z,w) ] ,

J

for each x,y,z,u,v,w Є X, with x >  u,y <  v and z > w .
We apply Corollary 1 in order to prove the stability of the tripled fixed point iteration

procedure.
Let { ( xn,yn,zn) }  C IR3 be the sequence generated by the iterative procedure defined by

(10), where (xo, 1/0, zo) =  (s j ' 5' 3ϋ ) Є IR3 is the initial value, which converges to a tripled fixed

point (x*,y*,z*) =  ( i ,  jjj, to) of T.
Let { (u n,vn,w„)}  C R 3 be an arbitrary sequence. For all n =  0,1,2,... set

£n =  d (un+i, T  (u„, vn, wn) ) ,  δη =  d (vn+\,T (Vn,un,vn) ) , 7„ =  d (wn+1,T  (ivn,v„,un) ) .

Assume that lim (εη,δη,^ η) =  0кз. Then
n—>00

2u„ -  2vn +  2wn +  1
£n =  d (un+1/T ( U n , V n , W n ) )  =  

δη — d (vn -̂i, T (vn, un, vn) )  —

7n =  d (wn+1, T (lOn, Vn, un) )  =

u n+ 1

vn+l -

12
2vn — 2 un +  2vn ■+■ 1

w„+1 -

12
2w„ -  2vn +  2un +  1

12

and passing to the limit for n —l· 00, we obtain that

ί Τ > ' " ' * )  =  ( ϊ ΐ ΐ ) '

which is the unique tripled fixed point of T.
Hence, the tripled fixed point iterative procedure defined by (10) is T-stable.
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Тіміш І. Стійкість ітераційних процедур для нерухомої точки третього порядку мішаних моно­
тонних відображень // Карпатські матем. публ. — 2014. —  Т.6, №2. —  С. 377-388.

Нещодавно Берінде і Боркут [11] ввели поняття нерухомої точки третього порядку і зараз 
вже е декілька досліджень цього об'єкту в частково впорядкованих метричних просторах і в 
конусоподібних метричних просторах.

У цій статті визначено поняття стійкості ітераційної процедури нерухомої точки третього 
порядку і отримані умови стійкості для мішаних монотонних відображень, які задовольняють 
різні умови стиску. Ці результати розширюють і доповнюють деякі відомі результати. Також 
подано ілюстративний приклад.

Ключові слова і фрази: нерухома точка третього порядку, стійкість, мішаний монотонний 
оператор, умови стиску.

Тимиш И. Стойкость итерационньїх процедур для неподвижной точки третьего порядка смет ан­
н и х монот онних от ображений // Карпатские матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 377-388.

Недавно Беринде и Боркут [11] ввели понятие неподвижной точки третьего порядка и сей- 
час уже єсть несколько исследований зтого обьекта в частично упорядоченньїх метрических 
пространствах и конусоидальньїх метрических пространствах.

В зтой статье определено понятие стойкости итерационной процедури неподвижной точ­
ки третьего порядка и получени условия стойкости для сметанних монотонних отображе­
ний, которие удовлетворяют разние условия сжатия. Зти результати расширяют и дополня- 
ют некоторие известньїе результати. Также приведен иллюстративний пример.

Ключевьіе слова u фрази: неподвижная точка третьего порядка, стойкость, сметанний мо­
нотонний оператор, условия сжатия.
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ON THE PRIMITIVE REPRESENTATIONS OF FINITELY GENERATED METABELIAN 

GROUPS OF FINITE RANK OVER A FIELD OF NON-ZERO CHARACTERISTIC

We consider some conditions for imprimitivity of irreducible representations of a metebelian 
group G of finite rank over a field k. We shoved that in the case where chark — p >  0 these 
conditions strongly depend on existence of infinite p-sections in G.
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We recall that a group G has finite (Prufer) rank if there is an integer r such that each finitely 
generated subgroup of G can be generated by r elements; its rank r(G ) is then the least integer 
r with this property. A  group G is said to have finite torsion-free rank if it has a finite series 
in which each factor is either infinite cyclic or locally finite; its torsion-free rank fo(G) is then 
defined to be the number of infinite cyclic factors in such a series. The set SpG of all prime 
numbers p such that a soluble group G of finite rank has a p-quasicyclic factor is said to be the 
spectrum of the group G.

A  group G is said to be minimax if it has a finite series each of whose factor is either cyclic 
or quasicyclic. It follows from results of [3] that any finitely generated metabelian group of 
finite rank is minimax.

Let R b e a  ring and let G be a group. Let H  be a subgroup of the group G and let U  be 
a right RH-module. Since the group ring RG can be considered as a left RH-module, we can 
define the tensor product U (Sjrh RG which is a right RG-module named as the RG-module 
induced from the RH-module U.

If M  is an RG-module and
M  =  U<S)rhRG (1)

for some subgroup H <  G and some RH-submodule U  of M, then the module M  is said to be 
induced from the RH-submodule U.

An RG-module M  is said to be primitive if for any subgroup H <  G and any RH-submodule 
U <  M  the identity (1) does not hold. If the group G has finite torsion-free rank and for any 
subgroup H <  G such that ro(H) <  ro(G) and any RH-submodule the identity (1) does not 
hold, then the module M  is said to be semi-primitive. A  representation of the group G is 
said to be primitive (semi-primitive) if the module of the representation is primitive (semi­
primitive). Certainly, primitive irreducible modules are a basic subject for investigations when 
we are dealing with induced modules and, naturally, the following question appears: what can 
be said on the construction of a group if it has a faithful primitive irreducible representation 
over a field?

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
mailto:tushev@member.ams.org


In [4] Harper proved that any not abelian-by-finite finitely generated nilpotent group has 
an irreducible primitive representation over a not locally finite field. In [11] we proved that if 
a minimax nilpotent group of class 2 has a faithful irreducible primitive representation over a 
finitely generated field of characteristic zero then the group is finitely generated. In [5] Harper 
studied polycyclic groups which have faithful irreducible representations. It is well known 
(see [14]) that any polycyclic group is finitely generated soluble of finite rank and meets the 
maximal condition for subgroups (in particular, for normal subgroups). In [10] we showed that 
in the class of soluble groups of finite rank with the maximal condition for normal subgroups 
only polycyclic groups may have faithful irreducible primitive representations over a field of 
characteristic zero. In [7-9] we studied irreducible primitive representations of metabelian 
groups of finite rank over a field of characteristic zero. In the presented paper we consider the 
case of a field of positive characteristic.

Let A be a torsion-free abelian group of finite rank acted by a group Γ. Elements of the 
group A, which have finite orbits under action of the group Γ, form a Γ-invariant subgroup 
A r (A )  of the group A.

Let k be a field and I be an ideal of the group algebra kA. We put I і  =  (/ +  1) П ■'4· The 
ideal I is said to be locally prime if kB p| / is a prime ideal of kB for some finitely generated 
dense subgroup В <  A. Elements 7 of the group Г such that P  ПкВ =  І П kB for some 
finitely generated dense subgroup В <  A form a subgroup Sf ( I )  <  Г (see [1]). We also put 
Sepr(I) =  (7 Є Sr( I )\Sp( I )  П S p ( P )  Ф 0 ), where Sp( I )  is the prime specter of the ideal I. 
The subgroup Sepr(I) is said to be the separator of the ideal I in the group Г (see [8]).

An R-module is said to be Chernikov if its additive group is Chernikov.

Proposition 1. Let A =  0 "=1A, be a Chernikov Z[g]-module such that Soc(Ai) is a cyclic 
Z[g ] -module for each i. Let k be a field such that chark £ n {A )  and let M  be a kA-module. 
Then there is an element а Є M \ {0 } such that kCi П AnnkA(x) =  P,· is a maximal ideal o f kCt 
for any x Є акА and for each 1 <  і <  n, where Cj/Hi =  Soc(Aj/Hj )  and H; is a maximal 
g-invariant subgroup o f Апп^^х)  П A t.

Proof. We can repeat the argument of the proof of proposition 2.6 of [8] noting out that lemma 
2.5 of [8] remains true because the condition chark £ π  (A ) allows us to apply Maschke's 
theorem. □

Theorem 1. Let A be an abelian torsion-free group o f finite rank acted by a group o f ope­
rators Γ o f finite torsion-free rank. Let k be a field such that chark ^ Sp(A),  let M  be a 
kA-module and let x φ 0 be an element o f M  such that Annj.A(x) is a dense subgroup o f
A. Then there is an element у Є M\ {0 } such that Ann\A(y) has a non- trivial subgroup W 
such that Sp(AnnkA(y)) П Sp(AnnkA(y y )  =  0  for any 7 Є r\N r(W ), where N r(W ) is the 
normalizer o f the subgroup W in Г.

Proof If chark =  0, then the assertion is proved in theorem 3.5 of [8]. Suppose that chark =  
p >  0, then p Sp(A)  and hence the Sylow p-subgroup В/Ann\A(x ) of the quotient group 
A /Лпи^д(х) is finite. Then xkB is a finite A:-dimensional and hence Artenian kB- module. 
Therefore, there is an element z Є xkB such that AnnkB(z) is a maximal ideal of kB and, 
evidently, Аппкв(х) <  AnnkB(z). As B/AnnlA(x ) is a p-group and chark =  p, it is well 
known that AnnkB(z) is the augmentation ideal of kB and hence, as AnnkB(z) <  AnnkA(z), 
we can conclude that В <  Ann\A{z). Since AnnkA(x ) <  AnnkA(z), В <  AnnkA(z ) and

B/AnnlA(x) is the Sylow p-subgroup of the quotient group А/Ann\A[x), it is easy to show 
thatp І  π {Α / Ann\A{z)). Thus, changing x by z we can assume that chark £ π  (А / AnnlA(x) ) .  
Now, we can repeat the argument of the proof of theorem 3.5 of [8] applying proposition 1 in­
stead of proposition 2.6 of [8]. □

Theorem 2. Let A be an abelian torsion-free group o f finite rank acted by a soluble group Г 
o f finite torsion-free rank such that Δρ (Α ) =  1. Letk be a field such that chark І  Sp(A)  and 
let M  be a kA-module. Suppose that there is an element x Є M\ {0 } such that AnnkA(x) is a 
non-zero locally prime ideal ofkA and ro(SepY(AnnkA(x ) ) )  =  го(Г). Then there is an element 
у Є M\ {0 }  such that AnnkA(y) contains a non-trivial Sepr(AnnkA(y))-invariant subgroup.

Proof We can repeat the arguments of the proof of theorem 3.8 of [8] applying theorem 1 
instead of theorem 3.5 of [8]. □

Theorem 3. Let G be a soluble group o f finite torsion-free rank and let A be an abelian normal 
torsion-free subgroup o f G such that Δ ^ (Α ) =  1. Let k be a field such that chark І  Sp(A)  
and let M  be a kG-module. I f  the module M  is not kA-torsion-free then there is an element 
а Є M\ {0 } such that

akG =  akH<S>kHkG and го(Н/Сц{акН)) <  ro(G),

where H =  SepG{AnnkA(a)).

Proof We can repeat the arguments of the proof of theorem 4.2 of [8] applying theorem 2 
instead of theorem 3.8 of [8]. □

Lemma 1. Let A be a torsion-free abelian minimax group acted by a soluble group Г, let k be 
a field such that chark Sp A and let 0 ф ос € kA. Then there is a maximal ideal L ofkA such 
that\A : L+| <00 and oC< £ L for any 7 Є Г.

Proof. Evidently, there is a finitely generated subring R <  k such that cc Є RA then, by theorem 
2.1 of [6], there is a maximal ideal I <  RA  such that |RA : I\ <  00 and a7 ^ / for any 7 Є Г. 
Then RA/ l  is a finite field and hence А / I і  =  (g) is a finite cyclic group such that chark £ 
7t ((g )). Let / be the field of fractions of the domain R then, by Maschke's theorem , / (g ) =  
f A / (  1 — I f ) f A  is a semi-prime ring. Then there are elements /3,·, 7,- Є f  A, where 1 <  і <  n,

rt П
such that j6j f  (g) is a maximal ideal of / (g), m  =  0 and Σ β ί Ί ί  =  1· Evidently, there is a

i=1 i=1
finitely generated subring S <  f  such that R <  S and 7, Є SA. Let J be a maximal ideal of 
SA such that J П RA =  I. Since а7 Є RA\I  for any 7 Є Г and J П RA  =  I, we can conclude

П
that oC< for any 7 Є Г. As β, — 0 and the ideal J is maximal, we see that /З, Є J for some

(=1
i. Therefore,

f t / ( « > n S ( g ) = f t S ( g ) < J / (1 -1 < )S A .

Put β i f  (g) =  X /(1 — Ґ )  f A  then X is a maximal ideal of f A  such that X Π SA <  J. As 
а7 Є SA\J for any 7 Є Г, we can conclude that α7 £ X  for any 7 Є Г. Let L be a maximal ideal 
of kA such that X <  L then L П f  A =  X  and as а7 Є fA \ X  for any 7 Є Г, we can conclude 
that а7 І  L for any 7 Є Г. □



Lemma 2. Let G be a finitely generated metabelian group o f finite Prufer rank, let k be a field 
such that chark £ SpG and let M  be a simple kG-module. Let A be an abelian torsion-free 
normal subgroup o fG  such that A is contained in the derived subgroup o fG  and the quotient 
group G/A ispolycyclic. Then the module M  is not kA-torsion-free.

Proof. By corollary 2.1 of [2], there are a free /сЛ-submodule F of M  and a non-zero element 
а. Є kA such that each element of M/F is annihilated by some product a#1... aSm of conjugates 
of a by elements of G. By lemma 1, there is a maximal ideal L of kC such \A : L+| <  oo and 
L contains no conjugates of a by elements of G. Since \A : L+| <  oo, it is not difficult to show 
that L contains a non-zero G-invariant ideal I. As the ideal I  is G-invariant, it is not difficult to 
show that M i is a submodule of M  and hence, as the module M  is simple, either M I =  0 or 
M I  =  M. If M I  =  0, then the lemma holds. Thus we may assume that M I =  M  and hence 
M L  =  M. Then, by lemma 5.2 of [8], each element of F/FL is annihilated by some product 
(%gі ... 0f conjugates of a by elements of G. As F is a free fcA-module 0 ,(fcA/A:AL),· ~  F/FL 
and hence some such a product a#1... a#™ is contained in L. But it is a contradiction, because 
the maximal ideal L contains no conjugates of a. by elements of G. □

Theorem 4. Let G be a finitely generated metabelian group o f finite Prufer rank, let kbe a field 
such that chark І  Sp(A)  and let M  be an irreducible kG-module such that C g(M ) =  1. I f  
the group G is not nilpotent-by-finite, then there are a subgroup H  <  G and an irreducible 
kH-submodule U <  M  such that M  =  U ^ ^ k G  and го (Н /С н (и ))  <  ^o(G).

Proof. We can repeat the arguments of the proof of theorem 5.5 of [8] applying lemma 2 instead 
of lemma 5.4 of [8] and theorem 3 instead of theorem 4.2 of [8]. □

Corollary 1. Let G be finitely generated group o f finite Prufer rank which is an extension o f 
an abelian group A by a cyclic group <  g >  and such that G is not nilpotent-by-finite. Let k 
be a field such that chark і  Sp(A),  then every faithful irreducible representation o fG  over k is 
induced from an irreducible representation o f the group A.

Proof. It is not difficult to note that the subgroup H  in the proof of theorem 3 contains A. As 
Го(Н/Сн(и ))  <  ro(G), it implies that A =  H. □

The corollary generalizes some results of [8] to the case of fields of nonzero characteristic. 
As it was proved in [12], an example constructed by Wehrfritz in [13] shows that the restriction 
on characteristic p >  0 of the field k (p £ SpG) is essential.
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Тушев A.B. Про примітивні зображ ення скінченно породжених метабелевих груп скінченного рангу 
над полем ненульової характеристики // Карпатські матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 389- 
393.

Розглядаються деякі умови імпримітивності незвідних зображень метабелевої групи G 
скінченного рангу над полем k. Показано, що у випадку chark =  р >  0 ці умови суттєво 
залежать від існування нескінченних p-секцій у групі G.

Ключові слова і фрази: примітивні зображення, метабелеві групи, ранг груп.

Тушев А.В. О примитивньїх представлениях конечно-порожденньїх метабелевьіх групп конечного 
ранга над полем ненулевой характеристики // Карпатские матем. публ. — 2014. —  Т.6, №2. —  С. 
389-393.

Рассматриваются некоторьіе условия импримитивности неприводимьіх представлений ме- 
табелевой группьі G конечного ранга над полем k. Показано, что в случае chark =  р >  0 зти 
условия существенно зависят от существования бесконечньїх р-секций в группе G.

Ключевьіе слова и фразьі: примитивньїе представлення, метабелевьі группьі, ранг групп.
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HOMOMORPHISMS OF THE ALGEBRA OF SYMMETRIC ANALYTIC FUNCTIONS

ON ίχ

The algebra Hbs(A)  of symmetric analytic functions of bounded type is investigated. In par­
ticular, we study continuity of some homomorphisms of the algebra of symmetric polynomials on 
£p and composition operators of the algebra of symmetric analytic functions. The paper contains 
several open questions.

Key words and phrases: polynomials and analytic functions on Banach spaces, symmetric polyno­
mials, spectra of algebras.
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I n t r o d u c t io n

Let X be a complex Banach space. By a symmetric function on X we mean a function which 
is invariant with respect to a semigroup of isometric operators on X. In the case X — £p by 
a symmetric function on £p we mean a function which is invariant under any reordering of a 
sequence in i p.

Let us denote by V(£p) the algebra of all polynomials on £p, 1 <  p <  oo, and by V s(£p) 
the algebra of all symmetric polynomials on ip. The completion of V( £p) in the metric of uni­
form convergence on bounded sets coincides with the algebra of entire analytic functions of 
bounded type Нь{£р) on l p. We use the notations 7ibs(£p) for the subalgebra of all symmetric 
analytic functions in Ль(£р)· Also we use the notation M\,s(£p) for the spectrum (the set of all 
non-null continuous complex-valued homomorphisms) of the algebra Tibs(^p)·

Symmetric polynomials on rearrangement-invariant function spaces were studied in [7,8]. 
In [7] it is proved that the polynomials

OO

h{x) = k=\p],\p]+l,... (1)
;=1

form an algebraic basis in the algebra of all symmetric polynomials on £p, where [p] is the 
smallest integer that is greater than or equal to p.

Spectra of algebras of analytic functions were studied in [2,3,9,10]. The spectrum of the 
algebra Hbs(£p) was investigated in [4-6].

Recall that for any φ,θ Є M b s(£p) and / Є 'Hbs^p), the symmetric convolution φ * θ  was 
defined in [4] as follows

( φ * β ) ( / )  =  φ ( θ [ Τ ;  (/)]),
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where Ty(f ) (x )  =  / (x * y )  (x i,y i,x2/y2, ■ ■ - ) ,х,У Є £p, x =  (x\,x2, . . .), у =  (yv y2/... ).
Let x,y Є £p> x =  (x\, X2, ■■■),] )— (y i,y2/ · · ·)· [6] the multiplicative intertwining of x and

y, xoy ,  was defined as the resulting sequence of ordering the set {x,y; : i , j  Є N }  with one 
single index in some fixed order. It enabled us to define the multiplicative convolution operator 
as a mapping / h* M y( f ) ,  where My(/ )(x ) = /(x о у ). And for arbitrary φ,θ Є A4bs(£p) in [6] 
it was defined their multiplicative convolution φ§θ according to

(<pO0)(/) =  (p(0[Mx( f )]) for every / Є U bs(£p).

Using the symmetric convolution operation and the multiplicative convolution operator in 
the spectrum of the algebra Hbs(£i)/ a representation of A4bs(£i) in terms of entire functions 
of exponential type was obtained.

In this paper we continue to investigate the algebra Hbs(£l )  of all symmetric analytic func­
tions on £\ that are bounded on bounded sets. In particular, we study continuity of some 
homomorphisms (linear multiplicative operators) of the algebra of symmetric polynomials on 
£p and composition operators of the algebra of symmetric analytic functions.

1 C o n t in u o u s  a n d  d is c o n t in u o u s  h o m o m o rp h is m s

Let us recall that in [5] it was constructed a family {ψχ : А Є C } of elements of the set 
Mbs(£p) such that ψ\(Fp) =  A and і/>л(£*) =  0 for k >  p.

Propositioni. The homomorphism  Г : Vs{£\) —> 'Ps(^i), such thatT : Fn i-» F „ _ (in particu­
lar, Г : Fi t-> 0J is discontinuous.

Proof. Since ψχ o Ff =  A and ψχ o Fk =  0 when k ψ 1, we have that ψχ o T(F2) =  A and 
Ψλ ° r(Ffc) =  0, k ф 2. It follows that ψχ ο Γ is discontinuous and we obtain that Γ is discontin­
uous too. □

Note that Γ acts in the natural way from Vs(£2) into Vs(£\)·

Questioni. Does the homomorphism Γ : V s(£2) — > V s(£\) is discontinuous?

Proposition 2. The homomorphism Λ : V s(£\) — > Vs(£ί), Δ  : Fn_\ i— > F„, is discontinuous.

Proof. Let us define
m (P (x )) :=  P (—x) =  ( —l ) degPP(x),

where P is a homogeneous polynomial. It is easy to see that m is continuous and m{Fk) =  

( - 1) %
We have т о Д о ш о  A(F„) =  —Fn+2. Let x Є £\, x ф 0. Let us define

Οχ :=  δΧ o m ο Δ  ο m ο Δ.

Then 0 X(F„) =  Fn-|_2(x).

Let x0 =  (-1 ,0 ,0 ,...). It is easy to see that δΧο (F„) =  j   ̂ ^  ^

We have 0 *o(Fn) : (Fi, F2l. . .) i— > (0,0,1, —1,1, —1,...). According to [5, Theorem 1.6] we 
have that

= <4 №) + ®*ο№) = -i + o = -l.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
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Similarly,

(<s,„ * © , „ )№ )  =  ι

and
(Sx0*® x0) (Fk) =  0 if k >  2.

Hence we obtain that Δ is discontinuous. □

Remark 1. Propositions 1 and 2 are also true for homomorphisms Г : Vs(£p) — > V s(£p) and 
A : V s(£p) ^ V s ( t p ) .

2 C o m p o s it io n  o p e r a t o r s

In this section we consider some homomorphisms which are composition operators, and 
study their continuity.

1. Let R : Cm — > Cm be an analytic mapping, R =  (R\,. . . ,R m). Let us define 
Tr '■ (Fi/ · · ·, Fm) 1— > (Ri(Fi/ · · - ,Fm) , . . . ,  Rm(F i , . . .  ,Fm)), that is

TR(Fk) =  Rk(F1.......Fm).

Let P be a symmetric polynomial of degree ш о п 4  Then, as it was mentioned above, there 
exists a polynomial q on Cm such that P(x)  =  q(F\(x) , . . . ,  Fm(x)) .  Applying TR we obtain that

Tr {P) =  q(R\(Fi, . ..  ,Fm) , . ..  ,R m(F i , . . .  ,Fm)).

Propositions. I fR  : tn »— > antn +  cn, wherean =  φ{Ρη) for some φ Є Mbs and c„ =  tp(F„) for 
some tp Є Mbs, then Tr is continuous.

In this case TR( f )  =  (δχ0φ)  *  tp(f)  for every f  Є Ή-bsih)·

Question 2. For which more R the mapping T r  is continuous?

2. Let us consider now an analytic function of one variable h(t) and define

OO

7 І ( В Д ) : =  X > ( * » ) ) * ·
n=l

Proposition 4. The operator Т/, is continuous.

Proof. The continuity of Т/, can be proved directly. □

3. Let {Р „}^°=1 be a sequence of symmetric polynomials such that for every x Є £\ the 
sequence ( P i ( x ) , . . . ,Pn( x ) , . . . )  Є £\.

Let us denote by P a mapping x \— > (Pi (x ' ) , . . . ,  Pn(x), ■ ■ ■)■ Also for every / Є Ή ;«(^ ι) we 
define

C p ( f ) ( x ) : = f o P ( x ) .

Proposition 5. The composition operator Cp( f )  is continuous.

Theorem 1. Let G : i\ — > l\ be an analytic operator o f bounded type. G commutes with 
permutation operators (in the sense that G(cr\x) — ^ G (x ), where σ\, σ2 are permutations on 
the set o f positive integers) i f  and only if  the operator Cc ( f ) ( x )  :=  / o G(x) ,  where x Є t\, 
f  Є FLbsih ), is homomorphism.
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Proof. If G commutes with permutation operators, then

/(G(tтгх ) )  = / ( (72(G (x ))) = / (G (x ) )  Є ^ s (^ l ) ·

On the contrary: suppose that G does not commute with σ\, i.e. there exists x such that
G(crix) ф cr2G(x)  for any σ2. Then there exists Gn such that G „(G (^ ix )) Φ Gn(G (x ) ) ,  since
G(a\x) L̂ G(x). Hence G „ o G ^  l)/ and we have a contradiction. □

4. Let Pfc Є Vs(£\) and (P i (x ) ,  P2(x) ,  ■■·, Pn( x ) , . . . )  Є £<x> for any x Є £\. Let us define

V n = ( m , m ......в д ,о ,о . . . .

and let U  be an arbitrary ultrafilter on N .
Define

Cv { f )  =  lim f ( V n(x) ) ,

where / is an arbitrary symmetric analytic function of bounded type on £\. By constructions 
of Су and [1, Example 3.1] it is easy to see that Cv(Fk) =  0 if k >  1 and Су(Рг) ф 0 in the 
generale case.

Proposition 6. Су is a continuous operator.

Theorem 2. Let F : TLbs(£\) — > be a homomorphism. Then there exists a mapping
A  : M b s{£і )  — > Mbs(£l )  such that

F ( f ) ( x )  =  f (A (S x)) ,  (2)

where f  Є Hbs(£\) ar,d f  is the Gelfand transform of f .

Proof. Let φ Є Mbs(£i), then ψ =  φ o F Є Mbs(^i)· Let us put Α (φ ) — tp. Then we have

<jo ° F ( f )  =  ip(f) =  Λ (φ )(/ ).

Let φ — δχ and we obtain

5x o F ( f ) = F ( f ) ( x ) = A ( S x) ( f )  = / (  Α(δχ)).

□
It is easy to see that not every mapping A  : M b s(£i) —> M b s(£i )  generates a continuous 

homomorphism on Hbs^i) by the formula (2). We denote by the class of all mappings
which generate continuous homomorphisms.

Question 3. How can we describe the class Wl(£i)?

From the properties of the operations *  and 0 immediately follows the next theorem.

Theorem 3. Let φ Є M b s(^i) and mappings A\, A 2 : M b s( h )  — > MbsWi) belong to Wl(£i). 
Define

A*(<p) :=  Λ ι ( φ ) * Λ 2(φ),

Α 0 (φ) Α\(φ)<)Α2(φ).

Then A * and Aq belong to9Jl(£\) as well. In other words, the class dJl(£\) is closed with respect 
to symmetric operations ★ and 0 .
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Чернега І. Гомоморфізми алгебри симетричних аналітичних функцій на просторі 1\ // Карпат­
ські матем. публ. — 2014. —  Т.6, №2. —  С. 394-398.

Досліджується алгебра Н ь${і\) цілих симетричних аналітичних функцій з 1\ в С, що є обме­
женими на обмежених множинах. Зокрема, вивчається неперервність деяких гомоморфізмів 
алгебри симетричних поліномів на просторі ( р та операторів композиції на алгебрі симетри­
чних аналітичних функцій. В статті поставлено декілька відкритих питань.

Ключові слова і фрази: поліноми та аналітичні функції на банахових просторах, симетричні 
поліноми, спектри алгебр.

Чернега И. Гомоморфизмьі алгебри симметрических аналитических функций на пространстве і\ 
// Карпатские матем. публ. —  2014. —  Т.6, №2. —  С. 394—398.

В работе исследуется алгебра Hbsi^i)  цельїх симметрических аналитических функций 
ограниченного типа с ί\ в С. В частности, изучается непрерьівность некоторьіх гомоморфиз- 
мов алгебри симметрических полиномов на пространстве и операторов композиции на ал- 
гебре симметрических аналитических функций. В статье сформулировано несколько открьі- 
тьіх вопросов.

Ключевьіе слова и фразьі: полиномьі и аналитические функции на банаховьіх пространствах, 
симметрические полиномьі, спектрьі алгебр.
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РОСТИСЛАВ ІВАНОВИЧ ГРИГОРЧУК —  ЛАУРЕАТ ПРЕМІЇ Л. СТІЛА 2015 РОКУ

Видатний український математик, доктор 
фізико-математичних наук, професор Техась­
кого університету А&М  Ростислав Іванович 
Григорчук нагороджений премією А. Стіла 
(Leroy P. Steele Prize) 2015 року.

Цієї премії, яка вручається Американ­
ським математичним товариством за видатні 
досягнення та роботи в галузі математики, 
Р.І. Григорчук удостоєний за статтю "Степени 
роста конечно-порожденньїх групп и теория 
инвариантньїх средних" (Известия AH  СССР, 
Серия математическая, 1984, 48 (5), с. 939-985).

У цій статті Ростислав Іванович побуду­
вав перший приклад нескінченної скінченно- 
породженої періодичної групи, ріст якої є про­

міжним між поліноміальним і експоненційним. Це відкриття стало справжнім проривом 
у теорії груп, бо дало відповідь на питання видатного американського математика, ла­
уреата Філдсівської премії Джона Мілнора про існування таких груп. З того часу було 
побудовано багато інших прикладів груп з різними типами росту, але всі вони базуються 
на прикладі Р.І. Григорчука.

Без сумніву, група Григорчука є перлиною в колекції дивовижних і корисних алгеб­
раїчних об'єктів. Вона знайшла застосування у багатьох інших галузях математики: тео­
рії фракталів, голоморфній динаміці, ергодичній теорії, спектральній теорії груп, теорії 
випадкових блукань, теорії скінченних автоматів.

Роботи Р.І. Григорчука вплинули на кілька поколінь дослідників у галузі теорії груп. 
Сьогодні не можна уявити собі сучасну теорію груп без результатів українського мате­
матика Ростислава Івановича Григорчука.

Від щирої душі вітаємо лауреата!

Редакційна колегія
Івано-Франківське математичне товариство

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 400-401 Карпатські матем. публ. 2014, Т.6, №2, С.400-401

Володимир Васильович Шарко 

25.09.1949 - 07.10.2014

7 жовтня 2014 р. у віці 65 років пішов із життя видатний математик і талановитий 
вчитель Володимир Васильович Шарко.

Він народився 25 вересня 1949 р. у смт. Отиня, тепер Отинія Коломийського райо­
ну Івано-Франківської обл. в сім'ї службовців. У 1959 р. батьки переїхали до м. Стани- 
славів (нині Івано-Франківськ). Під їх впливом захоплення математикою формувалося у 
Володимира Васильовича з раннього дитинства. Велику роль у цьому зіграло те, що йо­
го батько, Шарко Василь Іванович, до другої світової війни був вчителем математики в 
старших класах середньої школи в м. Ізюм (Харківська обл.).

Після закінчення середньої школи №5 в м.Івано-Франківську він вступив до Київсько­
го державного університету ім. Тараса Шевченка. У 1973 році після завершення навчання 
на механіко-математичному факультеті був прийнятий до аспірантури Інституту мате­
матики Академії Наук УРСР. Його науковим керівником був професор Юрій Юрійович 
Трохимчук. У 1976 році в Інституті математики А Н  УРСР захистив кандидатську дисер­
тацію, а в 1987 р. у Математичному інституті ім. В.А. Стеклова AH  СРСР —  докторську 
дисертацію за спеціальністю геометрія і топологія.

З 1976 р. життя Володимира Васильовича було нерозривно зв'язане з Інститутом мате­
матики Н АН  України. У 2001 році в Інституті математики був створений відділ топології
і В.В. Шарко був обраний завідувачем цього відділу, а в 2007 р. він був призначений на 
посаду заступника директора з наукової роботи Інституту математики.

В.В. Шарко був провідним спеціалістом в області топології та її застосувань. Його перу 
належать біля 100 наукових робіт серед яких дві монографії з топології. Двадцять його 
учнів захистили кандидатські дисертації, троє з них також стали докторами наук.

У свої перших роботах В.В. Шарко суттєво розвинув теорію Морса, побудувавши нові 
інваріанти ланцюгових комплексів і застосувавши їх до вивчення алгебраїчної природи 
неоднозв'язних многовидів. Зокрема він отримав необхідні та достатні умови існування 
мінімальних ланцюгових комплексів в гомотопічному типі, а також описав компоненти 
зв'язності просторів точних функцій Морса на неоднозв'язних многовидах.

Подальші інтереси Володимира Васильовича відносились до теорії динамічних си­
стем. В спільних працях з академіком РАН А.Т. Фоменком ним було знайдено оцінки 
для числа замкнених орбіт гамільтонових систем на многовидах. Крім того, В.В. Шарко 
детально дослідив структуру гладких функцій та векторних полів з ізольованими осо­
бливостями на поверхнях і отримав умови їх топологічної еквівалентності, а також отри­
мав незалежне доведення класифікації компонент зв'язності просторів функцій Морса 
на компактних поверхнях.

В останні роки основну увагу він приділяв застосуванню методів некомутативної гео­
метрії до алгебраїчної топології та якісної теорії векторних полів на многовидах. Зокре­
ма, В.В. Шарко побудував нові іЛінваріанти гільбертових комплексів і з їх допомогою 
отримав точні значення мінімально можливого числа замкнених орбіт відповідного ін­
дексу у цього класу векторних полів, а також довів, що ці числа є гомотопічними інварі­
антами многовиду.

За свої видатні наукові досягнення В.В. Шарко був нагороджений премією ім. Мико­
ли Остроградського (1980 p.), преміями Крилова (2005 р.) і Лаврєнтьєва (2010 р.) Націо­
нальної Академії Наук України, Державною премією України у галузі науки і технології 
(2006 p.). У травні 2006 року на Загальних зборах Національної Академії Наук України
В.В. Шарко був обраний членом-кореспондентом Н АН  України.

Володимир Васильович був дуже енергійною людиною і зробив багато для розвитку 
математики в Україні та за її межами. З 1987 року він працював професором Київського 
Національного Університету ім. Тараса Шевченка. Він також був заступником академіка- 
секретаря секції математики Національної Академії Наук України, членом Київського 
та Американського математичних товариств, заступником головного редактора Україн­
ського математичного журналу, членом редакційних колегій наукових журналів 
"Methods of Functional Analysis and Topology" та "Карпатські математичні публікації", 
праць Міжнародного геометричного центру, а також Математичного бюлетеня Науко­
вого товариства Шевченка.

Навіть в останній день життя він керував засіданням спеціалізованої вченої ради, на 
якому відбувся захист двох кандидатських дисертацій.

Пам'ять про Володимира Васильовича буде завжди жити в серцях всіх, хто його знав
і любив.

Редакційна колегія
Київське математичне товариство
Івано-Франківське математичне товариство
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